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写在前面

关于贪心算法的材料大多是同一个样子：先给直觉（每步选最好的），再列一堆经典例子，最后说

「这个是正确的」。读者读完记住了案例，却没有获得判断新问题的能力——遇到一个没见过的贪心策

略，仍然只能靠试。

这份教程换一条路。它把「贪心是否正确」当作一个可判定的命题来对待：第 1 章把贪心写成由评价

函数、可行性判定、可行域构成的五元组，使「策略」成为可以讨论的对象；第 2 章给出唯一一个充要条

件（拟阵）；第 3 章给出适用于其余情形的通用证明引擎（交换论证）；第 5、6 章处理贪心根本不可能

正确时的补偿方案（近似比与竞争比）。

适合谁读

具备算法分析基础、熟悉大 O 记号与基本数据结构、愿意读证明的读者。线性代数与初等概率论在

少数章节会用到（拟阵的线性表示、随机化的竞争比），不熟悉时可跳过相应小节而不影响主线。

三条阅读路线

想尽快用起来：1 → 3 → 7 → 8。先建立判定框架，掌握交换论证，再处理实现陷阱与完整案例。

关心为什么对：1 → 2 → 3 → 5。拟阵给出代数解释，交换论证覆盖非拟阵结构，近似比处理失效后

的补偿。

做近似与在线：5 → 6，对照阅读。两者形式相同（都是「与最优的比值」），但困难来源不同：一

个来自计算复杂性，一个来自信息缺失。

约定

定理、引理、命题统一编号为「章.序号」，跨章引用写作「定理 3.4」。公式编号同理。复杂度记号

采用 O、Ω、Θ 的标准含义；均摊与期望复杂度会明确标注。代码为 Python 伪码，优先可读性而非工程健

壮性——第 7 章会专门讨论二者冲突时的取舍。

全书共 8 章、1 个附录，含 61 个编号公式、42 条定理与定义、30 处证明、5 幅图、8 张表与 35 道习题；部分习题

的解答提示见 8.6 节。



贪心算法 · 原理、证明与复杂度

3

目　录

01 贪心的形式化框架

1.1 一个问题，三种命运

1.2 决策序列模型

1.3 两个充分条件

1.4 三条证明路线

1.5 反例优先的设计心法

02 拟阵：贪心正确性的代数刻画

2.1 独立系统

2.2 拟阵的定义与交换公理

2.3 秩函数

2.4 拟阵上的贪心算法

2.5 推论与边界

2.6 拟阵交：贪心失效的代数解释

2.7 习题

03 交换论证：最通用的正确性引擎

3.1 论证的一般结构

3.2 区间调度：直接构造

3.3 最小化最大延迟：相邻交换

3.4 Huffman 编码：结构归纳

3.5 反例剖析：0-1 背包为何无法交换

04 图上的贪心：MST、最短路与并查集

4.1 割性质与环性质

4.2 Kruskal 与并查集的均摊分析

4.3 Prim 与优先队列的选择

4.4 Dijkstra：非负权的不变量证明

4.5 为什么最短路不能写成拟阵问题

4.6 习题

05 贪心的近似：当精确不可得

5.1 近似比的语言

5.2 集合覆盖：lnn+1



贪心算法 · 原理、证明与复杂度

4

5.3 子模最大化：1−1/e

5.4 拟阵约束与更弱的保证

5.5 k-中心：2-近似及其紧性

5.6 习题

06 在线与随机：信息缺失下的贪心

6.1 竞争比

6.2 滑雪租赁

6.3 秘书问题：1/e的另一处现身

6.4 乘性权重与遗憾

6.5 在线集合覆盖

6.6 习题

07 复杂度工程与实现陷阱

7.1 同一策略，不同阶数

7.2 排序下界：为什么贪心常止步于O(nlogn)

7.3 比较器：正确性的隐形依赖

7.4 常见错误清单

7.5 用反例搜索代替直觉

7.6 习题

08 五个完整案例

8.1 案例一：缓存替换（Bélády 最优）

8.2 案例二：磁带存储（相邻交换的标准练习）

8.3 案例三：区间图着色（教室分配）

8.4 案例四：加权完成时间（Smith 法则）

8.5 案例五：带截止期的收益调度（拟阵落地）

8.6 部分习题提示

09 附录

A　符号表

B　定理索引

C　三个常数的来源

D　延伸阅读

E　排版说明



贪心算法 · 原理、证明与复杂度

5

C H A P T E R  0 1

贪心的形式化框架

大多数教材把贪心描述成一种“直觉”：每步选当前看起来最好的。但这个描述既不能判定一个贪心策

略是否正确，也不能解释它错在哪里。本章要做的事，是把这种直觉换成一套可以书写、可以反驳、

可以证明的形式语言。

1.1 一个问题，三种命运

考虑三个看起来同族的优化问题。给定𝑛个物品，每件有重量𝑤𝑖与价值𝑣𝑖，容量为𝑊。

分数背包：物品可以任意切割。按𝑣𝑖 / 𝑤𝑖从大到小尽量装入。

0-1 背包：物品要么整件装入，要么不装。同样按𝑣𝑖 / 𝑤𝑖贪心。

带截止期的任务调度：每个任务有处理时间𝑝
𝑖
与截止期𝑑𝑖，最小化最大延迟。按𝑑𝑖从小到大调度。

第一个贪心策略是最优的，第二个是错的，第三个又是最优的。三者的代码结构完全一致：排序、
遍历、判定、接受。差别只藏在排序键与可行性判据里。

这说明「贪心算法」不是一个算法，而是一个算法模板。要谈它是否正确，必须先把这个模板的变

量写清楚：候选集是什么、评价函数是什么、可行性怎么定义、决策顺序是否可回溯。这正是本章余下
部分的任务。

1.2 决策序列模型

我们用一个五元组刻画贪心算法。这套记号在后续所有章节中通用。

定义 1.1（贪心算法的规范形式）

设𝐸为有限候选集，ℱ ⊆ 2𝐸为可行解族。一个贪心算法由如下要素构成：

评价函数 𝜎:𝐸 → ℝ，给出候选的优先级；

可行性判定 𝜅: 2𝐸 → {0, 1 }，𝜅 (𝑆 ) = 1当且仅当𝑆 ∈ ℱ；

扩展规则：𝑆𝑖 + 1 = 𝑆𝑖 ∪ {𝑒𝑖 + 1 }，其中𝑒𝑖 + 1是尚未考察的候选中𝜎值最大且满足
𝜅 (𝑆𝑖 ∪ {𝑒𝑖 + 1 } ) = 1者。

算法从𝑆0 = ∅ 出发，按𝜎降序扫描候选，得到序列𝑆0 ⊂ 𝑆1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑆𝑘，输出𝑆𝑘。

这一模型包含三个隐含承诺，它们决定了贪心算法的能力边界。
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(C1) 不可回退。 一旦𝑒被加入𝑆，后续永不删除；一旦被跳过，永不再议。这使贪心成为单遍算法，
也使它无法从早期错误中恢复。

(C2) 只看局部。 𝜎 ( 𝑒 ) 只依赖𝑒自身的属性，与当前已选集合𝑆𝑖无关。若允许𝜎依赖𝑆𝑖，算法就退化
为一般的作用于集合函数的贪心，第 5 章会讨论这种推广。

(C3) 可行性单调。 判定𝜅通常在𝑆增长时越来越难满足。若𝜅不具备某种单调性，贪心甚至可能无法

产生极大解。

一个必要的澄清

条件 (C2) 并非所有被称为“贪心”的算法都满足。例如 Dijkstra 算法中，下一个确定标号的顶点取决于当

前最短距离，是动态的优先级。严格说它属于“贪心 + 优先队列”的混合体。本书仍把它归入贪心，因

为它的正确性论证（第 4 章）依赖的是同一套交换与归纳结构，而非全动态规划。

图 1.1 给出了这一模型的执行视图。注意那条被划掉的回边：它是贪心与回溯、局部搜索的分界

线。

按 σ 排序
O(n log n)

取下一个 e
σ 值最大

判定 κ(S∪e)
可行性

接受 / 跳过
不可撤销

输出可行解
极大可行解

禁止回退

图 1.1　贪心算法的决策序列模型：排序、扫描、判定、输出，且不接受回退。

1.3 两个充分条件

形式化之后，可以写下正确性论证最常用的两个条件。

定义 1.2（贪心选择性质）

称问题满足贪心选择性质，若存在某个最优解𝑂
∗，使得按𝜎排序后的第一个可行候选𝑔

1
满足

𝑔
1
∈ 𝑂∗。

定义 1.3（最优子结构）

称问题具有最优子结构，若对任意可行解𝑆与任意最优解𝑂
∗，从𝑂

∗中删去已确定的决策后，剩余
部分构成相应子问题的最优解。
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命题 1.4

若问题同时满足贪心选择性质与最优子结构，则对每个实例，贪心算法输出的解都是最优解。

证明

这两个条件看似把问题解决了，实际上只是把困难后移：如何验证贪心选择性质？对具体问题逐个

验证是可行的（正是第 3 章交换论证的做法），但每次都要重新动脑。第 2 章将说明，存在一整类结构
——拟阵——在其中贪心选择性质自动成立，而且这个条件还是必要的。

1.4 三条证明路线

本书后续章节按三种技术组织，它们的适用范围与结论强度不同。

技术 适用结构 结论强度 主要代价

交换论证 几乎所有可证贪心 针对具体实例族，逐问题证明 需要构造交换，技巧性强

拟阵理论 独立系统上的加权选基 充要条件，一次刻画整类问题 只能覆盖拟阵结构

对偶与下界 近似算法、在线算法 给出比值保证与不可改进性 需构造对偶可行解或对抗实例

三者的关系可以这样理解：拟阵给出“为什么对”的代数解释；交换论证给出“对到什么程度”的归纳

证明；对偶下界给出“能对到什么程度”的上限。一个完整的结论通常需要前两者之一加上第三者的紧性
构造。

1.5 反例优先的设计心法

在设计阶段，最有价值的动作不是证明，而是尽快杀死错误猜想。给定一个候选贪心策略，按以下
顺序检查：

1. 构造两元素反例。 取𝑛 = 2，穷举所有参数组合，看贪心是否偏离最优。绝大多数错误策略在这一

步就暴露。

对决策步数𝑘作归纳。𝑘 = 1时，贪心选择性质直接给出𝑔
1
∈ 𝑂∗。

设贪心前𝑘步的选择𝑔
1
, … , 𝑔

𝑘
均被某个最优解𝑂∗包含。在剩余子问题中（候选集为𝐸中尚未考察者，可行

域为𝑆𝑘的所有可行扩展），把𝑂∗ ∖ 𝑆𝑘视为该子问题的最优解。由最优子结构，𝑂∗ ∖ 𝑆𝑘是该子问题的最优

解；对该子问题再次应用贪心选择性质，得到𝑔
𝑘 + 1

属于某个最优扩展，从而存在最优解同时包含

𝑔
1
, … , 𝑔

𝑘 + 1
。

归纳成立，故贪心输出𝑆𝑘可扩展为最优解。又𝑆𝑘本身是极大可行解，在目标函数单调（加入元素不会使目

标变差）时𝑆𝑘即最优。∎∎
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2. 检查评价函数与目标函数是否同向。 若目标是最小化 max𝑗 𝑓𝑗，而𝜎优化的是∑
𝑗
𝑓𝑗，几乎必然出

错（1.1 节的调度问题就是反例：按𝑝𝑖排序会失败，按𝑑𝑖排序才对）。

3. 检查不可回退是否致命。 若问题存在“早期选择严格排斥后期更优组合”的结构，贪心通常失效，应

转向动态规划或近似算法。

第 7 章会给出自动化的反例搜索脚本，把第 1 步变成可执行程序。

本章小结

贪心是一个模板，由 (𝜎, 𝜅, ℱ )参数化；不谈这三者而谈“贪心对不对”没有意义。

不可回退、只看局部、可行性单调是它的三个结构性约束，也是它失效的根源。

贪心选择性质 + 最优子结构 ⇒ 最优，但这个条件只提供验证框架，不提供发现方法。

证明路线有三条：交换论证（通用）、拟阵（充要）、对偶下界（近似与紧性）。
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C H A P T E R  0 2

拟阵：贪心正确性的代数刻画

第 1 章的贪心选择性质是一个需要逐问题验证的条件。本章给出它的代数版本：存在一类组合结构

（拟阵），在其上贪心选择性质恒成立；更关键的是，这个条件不仅充分，而且必要。这就是 Rado–

Edmonds 定理，贪心理论中唯一一个“充要”级别的结果。

2.1 独立系统

定义 2.1（独立系统）

设𝐸为有限集，ℐ ⊆ 2𝐸为非空集族。称 (𝐸, ℐ ) 为独立系统，若

(I1) ∅ ∈ ℐ；

(I2) 遗传性：若𝐼 ∈ ℐ且𝐽 ⊆ 𝐼，则𝐽 ∈ ℐ。

ℐ中的集合称为独立集。极大独立集称为基，基的大小记为秩𝑟 (𝐸 ) 。

遗传性是一个弱的、几乎无信息量的要求：去掉元素不会破坏可行性。它对应第 1 章的 (C3)，即可

行性判定随集合增长而单调变难。

例子 2.1　设𝐸为图的边集，ℐ为所有无圈子集（森林）。遗传性显然：森林的子集仍是森林。基是
生成树。

例子 2.2　设𝐸为物品集，给定背包容量𝑊，ℐ = {𝑆: ∑
𝑒 ∈ 𝑆

𝑤𝑒 ≤ 𝑊 }。遗传性成立，但下面的交换
性不成立。

例子 2.3　设𝐸 = { 1, … , 𝑛 } ，ℐ = {𝑆: | 𝑆 | ≤ 𝑘 }。称为一致拟阵 𝑈𝑘, 𝑛。

2.2 拟阵的定义与交换公理

定义 2.2（拟阵）

独立系统 (𝐸, ℐ ) 称为拟阵，若它还满足

(I3) 交换公理：对任意𝐴,𝐵 ∈ ℐ，若 |𝐴 | < | 𝐵 |，则存在𝑒 ∈ 𝐵 ∖ 𝐴使𝐴 ∪ { 𝑒 } ∈ ℐ。
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交换公理说的是：较小的独立集总能被较大的独立集“补”上一个元素。它的直接推论是所有基等大
——这一点使“最大权基”与“最大权独立集”在拟阵上重合，是后续所有结论的技术基础。

引理 2.3

设 (𝐸, ℐ ) 满足 (I1)–(I3)，则任意两个基大小相同。

证明

图拟阵是理解交换公理最好的载体。

定理 2.4（图拟阵）

设𝐺 = (𝑉,𝐸 ) 为无向图，ℐ为𝐸中所有无圈子集构成的族。则 (𝐸, ℐ ) 是拟阵。

证明

A（森林，2 条边） B（森林，3 条边）

虚线边若加入则成圈 橙色边连接 A 的两个不同分量

图 2.1　交换公理在图拟阵中的含义：较大的森林𝐵必然提供一条跨接𝐴两个分量的边。

2.3 秩函数

拟阵可以用秩函数等价刻画，这种视角在算法设计中更直接。

设𝐴,𝐵为两个基且 |𝐴 | < | 𝐵 |。由 (I3)，存在𝑒 ∈ 𝐵 ∖ 𝐴使𝐴 ∪ { 𝑒 } ∈ ℐ，与𝐴极大矛盾。故 |𝐴 | = | 𝐵 |。∎∎

(I1)(I2) 已在例子 2.1 中验证。对 (I3)，取森林𝐴,𝐵满足 |𝐴 | < | 𝐵 |。令𝑉′为𝐴 ∪ 𝐵中出现的顶点集，记𝑐 (𝐹 )

为森林𝐹在𝑉′上的连通分量数。对顶点集固定的森林有

由 |𝐴 | < | 𝐵 |得𝑐 (𝐴 ) > 𝑐 (𝐵 )。于是存在两个顶点𝑥, 𝑦，它们在 (𝑉′,𝐵 )中连通，但在 (𝑉′,𝐴 )中分属不同

分量。取𝐵中𝑥到𝑦路径上第一个跨越𝐴的不同分量的边𝑒。这样的𝑒存在，因为路径起点与终点分属𝐴的不同

分量。于是𝑒 ∈ 𝐵；又𝐴中每条边两端都在同一分量内，故𝑒 ∉ 𝐴，即𝑒 ∈ 𝐵 ∖ 𝐴。加入𝑒后不产生圈，故

𝐴 ∪ { 𝑒 } ∈ ℐ。(I3) 成立。∎∎

𝑐 (𝐹 ) = | 𝑉′ | − | 𝐹 | (2.1)
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定义 2.5（秩函数）

对独立系统 (𝐸, ℐ ) 与子集𝐴 ⊆ 𝐸，定义𝑟 (𝐴 ) = max { | 𝐼 | : 𝐼 ⊆ 𝐴, 𝐼 ∈ ℐ }。

定理 2.6（秩函数刻画）

函数𝑟: 2𝐸 → ℤ ≥ 0是某个拟阵的秩函数，当且仅当它满足

(R1) 𝑟 ( ∅ ) = 0；

(R2) 𝑟 (𝐴 ) ≤ 𝑟 (𝐴 ∪ { 𝑒 } ) ≤ 𝑟 (𝐴 ) + 1；

(R3) 次模性：𝑟 (𝐴 ) + 𝑟 (𝐵 ) ≥ 𝑟 (𝐴 ∪ 𝐵 ) + 𝑟 (𝐴 ∩ 𝐵 ) ；

(R4) 𝑟 (𝐴 ) ≤ | 𝐴 |。

此时ℐ = { 𝐼: 𝑟 ( 𝐼 ) = | 𝐼 | }。

(R3) 是整章最重要的不等式。它说明秩函数的边际增益随集合增大而递减——这正是第 5 章“子模函

数”的雏形。事实上，拟阵的独立性系统与“整数、次模、单调、增一”的秩函数是同一对象的两副面孔，
这一对应使得拟阵论与子模优化共享同一套工具。

2.4 拟阵上的贪心算法

给出了独立系统与秩函数，贪心算法可以写得极简。

def greedy_matroid(E, w, oracle):
    """E: 候选集; w: 权重; oracle(S, e) -> S U {e} 是否独立"""
    S = []
    for e in sorted(E, key=lambda x: -w[x]):
        if oracle(S, e):
            S.append(e)
    return S

定理 2.7（Rado–Edmonds，1957）

设 (𝐸, ℐ ) 为有限独立系统，𝑤:𝐸 → ℝ ≥ 0。则贪心算法对每一个权重函数𝑤都返回最大权基，当且
仅当 (𝐸, ℐ ) 是拟阵。

这是全章的核心。它的两个方向含义截然不同：充分性说明拟阵是贪心的“安全区”；必要性说明这
个安全区不能再扩大——一旦脱离拟阵，就必然存在某个权重函数使贪心失败。
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证明（充分性）

证明（必要性）

两个方向的证明都很短，但它们解释了为什么拟阵理论值得学：它把“这个贪心对不对”从逐个实例

的验证，变成了一个结构判定问题——检查交换公理。

2.5 推论与边界

推论 2.8（Kruskal 的正确性）

设𝐺为连通无向图，令𝑤′ = − 𝑤。对图拟阵应用定理 2.7，贪心按𝑤′降序（即按𝑤升序）选边并保
持无圈，输出最小生成树。

设 (𝐸, ℐ )是拟阵。令𝐺 = {𝑔
1
, … , 𝑔

𝑘
}为贪心输出，按选择顺序排列；令𝑂 = {𝑜1, … , 𝑜𝑘 }为某个最优基，

按权重降序排列。由引理 2.3， |𝐺 | = | 𝑂 | = 𝑘。

断言：对每个𝑖 ∈ { 1, … , 𝑘 }有𝑤(𝑔
𝑖
) ≥ 𝑤(𝑜𝑖 )。

固定𝑖。令𝐴 = {𝑔
1
, … , 𝑔

𝑖 − 1
}，𝐵 = {𝑜1, … , 𝑜𝑖 }。二者均为独立集，且 |𝐴 | = 𝑖 − 1 < 𝑖 = | 𝐵 |。由交换

公理，存在𝑜𝑡 ∈ 𝐵 ∖ 𝐴使𝐴 ∪ {𝑜𝑡 }独立。

由于𝑜𝑡 ∈ {𝑜1, … , 𝑜𝑖 }且𝑂按权重降序，有𝑤 (𝑜𝑡 ) ≥ 𝑤 (𝑜𝑖 )。贪心在第𝑖步是从所有能扩展𝐴的候选中选取

权重最大者，而𝐴 ∪ {𝑜𝑡 }可行，故

断言成立。求和即得𝑤(𝐺) = ∑
𝑖
𝑤(𝑔

𝑖
) ≥ ∑

𝑖
𝑤(𝑜𝑖 ) = 𝑤(𝑂)，故贪心最优。∎∎

𝑤(𝑔
𝑖
) = max {𝑤(𝑒) :𝐴 ∪ {𝑒 } ∈ ℐ } ≥ 𝑤(𝑜𝑡 ) ≥ 𝑤(𝑜𝑖 ) (2.2)

设 (𝐸, ℐ )不是拟阵，即交换公理失效：存在𝐴,𝐵 ∈ ℐ， |𝐴 | < | 𝐵 |，且对任意𝑥 ∈ 𝐵 ∖ 𝐴都有𝐴 ∪ {𝑥 } ∉ ℐ

。

令𝑘 = | 𝐴 |，𝑙 = | 𝐵 |，故𝑙 > 𝑘。取𝜀满足0 < 𝜀 < 𝑙 / 𝑘 − 1，在𝐸′ = 𝐴 ∪ 𝐵上定义权重

其余元素权重取0。

贪心按权重降序扫描，先处理𝐴中全部𝑘个元素。由于𝐴独立，其子集均独立，贪心将它们全部接受，得到

当前集𝐴。随后处理𝐵 ∖ 𝐴中的元素，按假设它们都无法加入𝐴，全部被跳过。剩余权重为0的元素至多贡

献0的目标值。于是

而𝐵是可行解，其权重为𝑤 (𝐵 ) = (1 + 𝜀 ) | 𝐴 ∩ 𝐵 | + | 𝐵 ∖ 𝐴 | ≥ 𝑙。于是最优值满足𝑤 (𝑂 ) ≥ 𝑙。由

𝜀 < 𝑙 / 𝑘 − 1得 ( 1 + 𝜀 )𝑘 < 𝑙，故𝑤 (𝐺 ) < 𝑤 (𝑂 )，贪心失败。∎∎

𝑤(𝑒) = {
1 + 𝜀, 𝑒 ∈ 𝐴

1, 𝑒 ∈ 𝐵 ∖ 𝐴
(2.3)

𝑤 (𝐺 ) = (1 + 𝜀 ) 𝑘 (2.4)
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这个推论值得注意：MST 的正确性不需要任何割性质论证，它是拟阵定理的一个特例。第 4 章会给
出割性质的独立证明，那套证明对理解算法的结构更有帮助，但逻辑上是冗余的。

推论 2.9（拟阵上的调度）

设任务集带截止期，ℐ为“可全部在截止期前完成”的任务子集族（单机、单位处理时间）。则

(𝐸, ℐ ) 是拟阵，按价值降序贪心得到最大价值可行调度。

边界一：Huffman 不在其中。 最优前缀码问题的可行解是二叉树结构，不是子集族，ℐ无从定义，
拟阵理论完全失效。它的正确性必须靠交换论证（第 3 章）。

边界二：背包不在其中。 例子 2.2 的独立系统不满足交换公理：容量𝑊 = 10，取𝐴 = {𝑤 = 9 } ，

𝐵 = {𝑤 = 5, 𝑤 = 4 } ，则 |𝐴 | < | 𝐵 |但𝐴无法再扩展。这与定理 2.7 的必要性方向一致——背包的比值
贪心确实会失败。

边界三：最短路不在其中。 路径不能构成子集族意义上的独立系统：两条路径的并集通常不是路

径。第 4.5 节会展开这一点。

2.6 拟阵交：贪心失效的代数解释

若可行解族是两个拟阵独立族的交集，贪心立刻失效。

定义 2.10（𝑘-拟阵）

设 (𝐸, ℐ1 ) , … , (𝐸, ℐ𝑘 )为𝑘个拟阵，称ℐ = ⋂
𝑗

ℐ𝑗为𝑘-拟阵的独立族。𝑘 = 1时退化为拟阵。

例子 2.4（二分图匹配）　设𝐺 = (𝐿 ∪ 𝑅,𝐸 ) 为二分图。令ℐ𝐿为“每个左顶点至多关联一条边”的边
集族，ℐ𝑅同理。二者都是划分拟阵。ℐ𝐿 ∩ ℐ𝑅恰为匹配集族。

命题 2.11　二分图上的最大匹配不能用上述贪心求得。

证明

命题 2.11 的证明说明：两个拟阵的交不再是拟阵，交换公理在交集上失效。这不是算法设计的疏
漏，而是结构层面的必然——由定理 2.7 的必要性方向，只要交集不是拟阵，就必然存在某个权重使贪
心失败，𝑃4只是把这个存在性显式构造出来。

取𝑃4路径𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑑，二分划分为 {𝑎, 𝑐 }与 {𝑏, 𝑑 }，边集𝐸 = {𝑎𝑏, 𝑏𝑐, 𝑐𝑑 }。赋予权重𝑤 (𝑏𝑐 ) = 2，

𝑤 (𝑎𝑏 ) = 𝑤 ( 𝑐𝑑 ) = 1。

贪心先取𝑏𝑐（权重最大且可行），此后𝑎𝑏与𝑐𝑑都与𝑏𝑐共享端点而被拒绝，输出匹配大小1。而 {𝑎𝑏, 𝑐𝑑 }是

大小为2的匹配。贪心失败。∎
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定理 2.12（Edmonds 拟阵交定理，简述）　两个拟阵的交上的最大基数独立集可在多项式时间内求
得（𝑂 (𝑛3 )量级的增广路算法）。因此匹配有多项式算法，但不是贪心算法。

2.7 习题

2.1　证明一致拟阵𝑈𝑘, 𝑛满足交换公理。

2.2　设𝐺为连通图，𝑟 (𝐴 ) 为边集𝐴的秩（即𝐴的森林部分的最大边数）。验证𝑟满足 (R1)–(R4)，并说明
(R3) 中等号成立的条件。

2.3　举出一个不是拟阵的独立系统，使得贪心算法仍然对所有权重函数正确。这可能吗？给出证明或反

例。

2.4　设ℐ为“顶点集𝑉中不含三角形的子集”构成的族。判断它是否为拟阵，并说明理由。

2.5　证明：拟阵的基族满足“基交换公理”——对任意两个基𝐵1,𝐵2与任意𝑥 ∈ 𝐵1 ∖ 𝐵2，存在𝑦 ∈ 𝐵2 ∖ 𝐵1
使𝐵1 − 𝑥 + 𝑦仍是基。

2.6　利用定理 2.7 的必要性方向，构造一个权重使“按度数从小到大选边”的生成树贪心失败。
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C H A P T E R  0 3

交换论证：最通用的正确性引擎

拟阵只覆盖了贪心问题的一小片。绝大多数可证贪心既不满足交换公理，也无法写成加权选基。对它

们，需要一个更朴素的工具：把贪心解与最优解逐项对齐，用一次“交换”消除差异。本章把这个动作

标准化，并在四个经典问题上完整执行。

3.1 论证的一般结构

设贪心输出𝐺 = {𝑔
1
, … , 𝑔

𝑘
}（按选择顺序），最优解为𝑂。交换论证分三步。

定理 3.1（交换引理模板）

设可行域向下封闭、目标函数为集合权重𝑤(𝑆) = ∑
𝑒 ∈ 𝑆

𝑤(𝑒)且𝑤 ≥ 0。若

1. 起步条件：存在最优解包含𝑔
1
；

2. 归纳条件：对任意𝑖与任意包含 {𝑔
1
, … , 𝑔

𝑖 − 1
}的最优解𝑂，存在最优解𝑂′包含 {𝑔

1
, … , 𝑔

𝑖
}，

则贪心输出𝐺是最优解。

证明

这个模板把证明负担集中在唯一一处：归纳条件。它问的是“给定一个已经包含前𝑖 − 1步选择的最

优解，能否改造它使其也包含第𝑖步的选择，且不损失最优性”。以下四节给出四种不同的回答方式。

这个模板是骨架，每个问题的血肉在于如何证明可交换性。以下四节给出四种典型手段：直接构
造、相邻交换、结构归纳、以及通过下界间接证明。

3.2 区间调度：直接构造

问题　给定𝑛个区间[𝑠𝑖, 𝑓𝑖 )，选出最大数量的互不重叠区间。

贪心　按𝑓𝑖升序排序，依次接受与已选区间不冲突者。

从某个最优解出发，对𝑖 = 1, 2, … , 𝑘反复应用归纳条件，得到包含 {𝑔
1
, … , 𝑔

𝑘
} = 𝐺的最优解𝑂∗。

另一方面，𝐺是极大可行解：若存在𝑒 ∉ 𝐺使𝐺 ∪ { 𝑒 }可行，设𝑒在贪心第𝑗步被考察并拒绝，则𝑆𝑗 − 1 ∪ {𝑒 }

不可行；由向下封闭性，𝐺 ∪ {𝑒 } ⊇ 𝑆𝑗 − 1 ∪ {𝑒 }也不可行，矛盾。故𝑂∗只能等于𝐺。

于是𝑤 (𝐺 ) = 𝑤 (𝑂∗ ) = 𝑂𝑃𝑇。∎∎
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这个策略的直觉是“尽早结束，给后面留空间”。证明的关键正是把直觉写成不等式。

定理 3.2

按结束时间最早优先的贪心算法输出最大基数的不相交区间集。

证明

注意证明的结构：断言用归纳，收尾用反证。这是交换论证最常见的组合。

复杂度　排序𝑂 (𝑛log𝑛 )，扫描𝑂 (𝑛 ) ，总计𝑂 (𝑛log𝑛 )，空间𝑂 ( 1 ) （不计输入）。

失效边界　若给区间加权，目标改为最大化权重和，按结束时间贪心立刻失效。

例 3.3（加权区间调度的反例）

取𝐴 = [0, 10 ) ，权重100；𝐵 = [0, 1 ) 、𝐶 = [1, 2 ) 、𝐷 = [2, 3 ) 、𝐸 = [3, 10 ) ，权重均为1。

按结束时间贪心依次接受𝐵,𝐶,𝐷,𝐸，总权重4。最优解为单取𝐴，权重100。

这个反例的诊断意义在于：它违反了 1.5 节第 2 条——评价函数（结束时间）与目标函数（权重

和）不同向。加权区间调度需要动态规划，复杂度𝑂 (𝑛log𝑛 )（按结束时间排序后二分查找前缀）。

3.3 最小化最大延迟：相邻交换

问题　𝑛个任务，处理时间𝑝
𝑗

> 0，截止期𝑑𝑗。单机非抢占，从时刻0开始。完成时刻𝐶𝑗，延迟

𝐿𝑗 = 𝐶𝑗 − 𝑑𝑗（可为负）。目标：最小化𝐿max = max𝑗 𝐿𝑗。

贪心（EDF）　按𝑑𝑗升序调度。

定理 3.4（Jackson 法则）

EDF 调度最小化最大延迟。

设贪心输出𝑔
1
, … , 𝑔

𝑘
，最优解按结束时间升序为𝑜1, … , 𝑜𝑚。

断言：对每个𝑖 ≤ min (𝑘,𝑚 )有𝑓(𝑔
𝑖
) ≤ 𝑓(𝑜𝑖 )。

𝑖 = 1：𝑔
1
是全体区间中结束最早者，故𝑓(𝑔

1
) ≤ 𝑓(𝑜1 )。

归纳步：设𝑓(𝑔
𝑖 − 1

) ≤ 𝑓(𝑜𝑖 − 1 )。因𝑜𝑖 − 1与𝑜𝑖不相交，有𝑠(𝑜𝑖 ) ≥ 𝑓(𝑜𝑖 − 1 ) ≥ 𝑓(𝑔
𝑖 − 1

)，即𝑜𝑖与

𝑔
1
, … , 𝑔

𝑖 − 1
均不相交，它在贪心第𝑖步时仍是候选。贪心选取候选中的最小结束时间者，故

𝑓(𝑔
𝑖
) ≤ 𝑓(𝑜𝑖 )。

收尾：若𝑘 < 𝑚，则𝑓(𝑔
𝑘
) ≤ 𝑓(𝑜𝑘 ) ≤ 𝑠(𝑜𝑘 + 1 )，说明𝑜𝑘 + 1与全部𝑔

1
, … , 𝑔

𝑘
相容，贪心不会在第𝑘步停

止，矛盾。故𝑘 ≥ 𝑚，贪心最优。∎∎
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证明

这个证明的技巧值得单列：不在贪心解与最优解之间交换，而在两个最优解之间交换。它把“存在

一个最优解与贪心一致”这一断言，转化为“任何最优解都可以被局部的相邻交换推向贪心序”这一更强、
也更容易验证的命题。

复杂度　排序𝑂 (𝑛log𝑛 )，计算完成时刻𝑂 (𝑛 ) 。

一个常见误解

EDF 最小化最大延迟，但不最小化总延迟∑
𝑗
𝐿𝑗。后者是 NP-难的（1‖∑𝑇𝑗），EDF 在其上可以任意

差。目标函数的范数选择决定了问题的可解性，这是贪心设计中最容易踩的陷阱。

3.4 Huffman 编码：结构归纳

前两节的解是子集或序列。Huffman 的解是树，可行解族无法写成ℱ ⊆ 2𝐸，拟阵与子集交换都不适
用。它的证明依赖“存在一个最优解具有特定形态”这一结构引理。

问题　给定字符频率𝑓1, … , 𝑓𝑛 > 0，构造前缀码使期望码长𝐿 = ∑
𝑖
𝑝𝑖 ℓ𝑖 最小，其中

𝑝
𝑖

= 𝑓𝑖 / ∑
𝑗
𝑓𝑗。

约束　前缀码的码长必须满足 Kraft 不等式。

设𝑆为某个最优调度，且在所有最优调度中与 EDF 的前缀公共长度最长。若𝑆不是 EDF 序，则存在相邻两

个任务𝑖, 𝑗，𝑖紧接在𝑗之前，但𝑑𝑖 > 𝑑𝑗。

交换𝑖, 𝑗的位置得到𝑆′。设交换前𝑖从𝑡开始，则𝐶𝑖 = 𝑡 + 𝑝
𝑖
，𝐶𝑗 = 𝑡 + 𝑝

𝑖
+ 𝑝

𝑗
。交换后𝑗先在𝑡开始，

𝐶′𝑗 = 𝑡 + 𝑝
𝑗
，𝐶′𝑖 = 𝑡 + 𝑝

𝑖
+ 𝑝

𝑗
= 𝐶𝑗。

逐个检查延迟：

任务𝑗：𝐶′𝑗 = 𝑡 + 𝑝
𝑗
< 𝐶𝑗，故𝐿′𝑗 < 𝐿𝑗，不会变差。

任务𝑖：𝐶′𝑖 = 𝐶𝑗，故𝐿′𝑖 = 𝐶𝑗 − 𝑑𝑖。由𝑑𝑖 > 𝑑𝑗得𝐶𝑗 − 𝑑𝑖 < 𝐶𝑗 − 𝑑𝑗 = 𝐿𝑗 ≤ 𝐿max (𝑆)。

其余任务完成时刻不变。

因此𝐿max (𝑆′ ) ≤ 𝐿max (𝑆 )，即𝑆′也是最优调度。但𝑆′与 EDF 的前缀公共长度更长（消除了一个逆序

对），与𝑆的选取矛盾。

故最优调度中不存在这样的逆序对，即 EDF 序本身最优。∎∎
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定理 3.5（Kraft 不等式）

存在码长为 ℓ1 , … , ℓ𝑛 的二元前缀码，当且仅当

证明

引理 3.6（最深叶子兄弟引理）

设𝑥, 𝑦是频率最小的两个符号。则存在一棵最优前缀码树，其中𝑥, 𝑦是深度最大的叶子且互为兄
弟。

证明

引理 3.7（收缩引理）

把𝑥, 𝑦合并为新符号𝑧，频率𝑓𝑧 = 𝑓𝑥 + 𝑓𝑦。则原问题的最优树与收缩后问题的最优树一一对应，

且

𝑛

∑
𝑖 = 1

2− ℓ𝑖 ≤ 1 (3.1)

把前缀码对应到一棵满二叉树的叶子：深度为 ℓ𝑖 的叶子占据二叉树上比例为2− ℓ𝑖 的“概率质量”。前缀性

质保证任意两个叶子互不为祖先，故它们占据的质量区间互不相交。总质量不超过1，即得不等式。

充分性（构造）：将 ℓ𝑖 非降序排列，维护一个二进制计数器𝑐（初值0）。处理第𝑖个符号时，把𝑐的二进制

表示补零至长度 ℓ𝑖 作为其码字，然后令𝑐 ← 𝑐 + 1并在右侧补零至长度 ℓ𝑖 。Kraft 不等式保证此时𝑐 < 2ℓ𝑖

，码字长度总够用；由于每次分配后计数器加一，已分配的码字既不为新码字的前缀，也不会成为其扩

展。∎∎

取任意最优树𝑇。令𝑎为深度最大的叶子，𝑏为其兄弟。由于𝑥频率最小，𝑓𝑥 ≤ 𝑓𝑎。

把𝑥与𝑎的位置互换，得到𝑇′。码长变化为

因为𝑓𝑥 − 𝑓𝑎 ≤ 0且 ℓ𝑎 − ℓ𝑥 ≥ 0（𝑎最深）。同理把𝑦与𝑏互换，成本不增。两步之后𝑥, 𝑦成为最深层的兄

弟叶子，且总成本不超过原最优值，故仍最优。∎∎

𝛥𝐿 = (𝑓𝑥 − 𝑓𝑎 ) ( ℓ𝑎 − ℓ𝑥 ) ≤ 0 (3.2)

𝐿(𝑇) = 𝐿(𝑇′) + 𝑓𝑥 + 𝑓𝑦 (3.3)
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证明

定理 3.8（Huffman 最优性）

Huffman 算法输出最优前缀码。

证明

100

55

25

30

14

a:45 c:12 b:13 f:5 e:9 d:16

图 3.1　Huffman 树（频率 45, 12, 13, 5, 9, 16）：自底向上五步合并，内部结点标出合并后的频率。

复杂度　用二叉堆维护频率，每次合并两次弹出一次插入，共𝑛 − 1次，每次𝑂 ( log𝑛 )，总计

𝑂 (𝑛log𝑛 )。若频率是小整数，可用桶排序把排序降到𝑂 (𝑛 ) （van Leeuwen 的两队列法可做到线性）。

3.4.1 熵下界与常数项的来源

Huffman 的最优性是对给定字母表而言的。它与信息熵的距离刻画了“前缀码的整数长度约束”到底

代价多少。

任取收缩问题的树𝑇′，把叶子𝑧展开为内部结点带两个子叶𝑥, 𝑦。设𝑧在𝑇′中深度为 ℓ𝑧 ，则𝑥, 𝑦在𝑇中深度

为 ℓ𝑧 + 1。于是

常数项不影响最小化，故两问题的最优树对应。∎∎

𝐿(𝑇) = ∑
𝑖 ≠ 𝑥, 𝑦

𝑓𝑖 ℓ𝑖 + (𝑓𝑥 + 𝑓𝑦)( ℓ𝑧 + 1) = 𝐿(𝑇′) + 𝑓𝑥 + 𝑓𝑦 (3.4)

对符号数𝑛归纳。𝑛 = 2时两符号码长均为1，唯一且最优。

设𝑛 ≥ 3。由定理 3.6，存在最优树𝑇∗使频率最小的𝑥, 𝑦为最深兄弟。把𝑥, 𝑦收缩得𝑧，由定理 3.7，𝑇∗对应收

缩问题的一棵最优树。收缩问题有𝑛 − 1个符号，由归纳假设 Huffman 在收缩问题上输出最优树𝑇′。

Huffman 在原问题上的输出恰为𝑇′展开𝑧所得，由定理 3.7 它满足𝐿 = 𝐿(𝑇′) + 𝑓𝑥 + 𝑓𝑦 = 𝐿(𝑇∗ )，故最

优。∎∎
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定理 3.9（熵界）

设𝐻 = − ∑
𝑖
𝑝𝑖log2𝑝𝑖，𝐿为最优前缀码的期望码长，则

证明

界𝐻 ≤ 𝐿 < 𝐻 + 1是不可改进的：当所有𝑝
𝑖

= 2−𝑘时𝐿 = 𝐻；当分布极度偏斜时𝐿可逼近𝐻 + 1。这

解释了为什么算术编码（可达到𝐻 + 𝑂 ( 1 ) 但常数更小）在压缩率上仅略优于 Huffman——差距被牢牢
限制在1 bit 以内。

3.5 反例剖析：0-1 背包为何无法交换

第 3.1 节的模板要求“可交换性”。背包的失败可以从这个角度精确诊断。

贪心（比值序）　按𝑣𝑖 / 𝑤𝑖降序，能装则装。

例 3.10（比值贪心失败）

容量𝑊 = 10。物品𝐴：𝑤 = 6, 𝑣 = 6；𝐵：𝑤 = 5, 𝑣 = 4；𝐶：𝑤 = 5, 𝑣 = 4。

比值：𝐴为1.0，𝐵,𝐶为0.8。贪心先取𝐴，剩余容量4装不下𝐵或𝐶，总价值6。最优取𝐵,𝐶，总价值8

。

失败的机制在于：𝑔
1

= 𝐴之后，不存在包含𝐴的最优解。断言“存在最优解包含𝑔
1
”直接破产。而这

不是通过更好的排序键能修复的。

𝐻 ≤ 𝐿 < 𝐻 + 1 (3.5)

下界：设最优码长为 ℓ𝑖 ，记𝑞
𝑖
= 2− ℓ𝑖 ，𝐾 = ∑

𝑖
𝑞

𝑖
≤ 1（Kraft）。令𝑞′𝑖 = 𝑞

𝑖
/ 𝐾，则∑

𝑖
𝑞′𝑖 = 1，𝑞′是一

个概率分布。计算

第一项是 KL 散度𝐷 (𝑝 ‖
𝑞′ ) ≥ 0（由log𝑥 ≤ 𝑥 − 1可得）；第二项因𝐾 ≤ 1而−log

2
𝐾 ≥ 0。故𝐻 ≤ 𝐿。

上界：取 ℓ𝑖
∗ = ⌈ − log

2
𝑝

𝑖
⌉。则2− ℓ𝑖

∗

≤ 𝑝
𝑖
，求和得∑

𝑖
2− ℓ𝑖

∗

≤ ∑
𝑖
𝑝

𝑖
= 1，满足 Kraft，故存在这样的前

缀码。其期望码长满足

最优码不劣于它，故𝐿 < 𝐻 + 1。∎∎

𝐻 − 𝐿 = − ∑
𝑖

𝑝
𝑖
log𝑝

𝑖
+ ∑

𝑖

𝑝
𝑖
log

2
𝑞

𝑖
= − ∑

𝑖

𝑝
𝑖
log

𝑝
𝑖

𝑞′𝑖
− log

2
𝐾 (3.6)

𝐿 ≤ ∑
𝑖

𝑝
𝑖
ℓ𝑖
∗ < ∑

𝑖

𝑝
𝑖
(−log

2
𝑝

𝑖
+ 1) = 𝐻 + 1 (3.7)
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命题 3.11

对 0-1 背包，比值贪心满足𝑂𝑃𝑇 < 𝐴𝐿𝐺 + 𝑣max，且该界紧。

证明

推论是：比值贪心的近似比可以任意接近1 / 2，达不到常数级的好保证。真正有价值的方向是

FPTAS——Ibarra–Kim 算法用𝑂 (𝑛3 / 𝜀 )时间达到1 − 𝜀近似，这是背包与集合覆盖的本质区别。

本章小结

交换论证的三段式：断言（用归纳）+ 交换（保持最优性）+ 收尾（用反证或计数）。

三种交换形态：直接构造（区间调度）、相邻交换（EDF）、结构归纳（Huffman）。

找到“存在最优解包含贪心首步”的结构性理由，是全部难点所在；找不到时，问题通常真的不可贪

心。

熵界𝐻 ≤ 𝐿 < 𝐻 + 1说明 Huffman 的整数码长约束只值不到1 bit。

设贪心接受集合𝑆后，物品𝑗是第一个装不下的，记其比值为𝑟𝑗。𝑆中每个物品的比值不低于𝑟𝑗，故

其中第一个不等式是分数背包给出上界，第二个用了𝑤(𝑆) + 𝑤𝑗 > 𝑊。

紧性：容量𝑊 = 2𝑘，一件物品𝑤 = 2𝑘、𝑣 = 2𝑘，另一件𝑤 = 𝑘、𝑣 = 𝑘 + 1。贪心取后者，𝐴𝐿𝐺 = 𝑘 + 1，

而𝑂𝑃𝑇 = 2𝑘，比值 (𝑘 + 1) / ( 2𝑘 ) → 1 / 2。∎∎

𝑂𝑃𝑇 ≤ 𝑣(𝑆) + 𝑟𝑗 (𝑊 − 𝑤 (𝑆 ) ) < 𝑣(𝑆) + 𝑟𝑗𝑤𝑗 = 𝐴𝐿𝐺 + 𝑣𝑗 ≤ 𝐴𝐿𝐺 + 𝑣max (3.8)



贪心算法 · 原理、证明与复杂度

22

C H A P T E R  0 4

图上的贪心：MST、最短路与并查集

图是贪心算法最密集的应用场。本章不满足于「Kruskal 是对的」这类结论，而是追问三个更细的问

题：正确性的最小充分条件是什么（割性质）、同一条贪心在不同数据结构下的复杂度如何跨阶（并

查集与堆）、以及为什么最短路明明也是图上贪心却不能纳入拟阵框架。

4.1 割性质与环性质

两个性质刻画了 MST 的局部最优结构，它们是所有 MST 算法的共同基础。

定义 4.1（割与跨边）

设𝑆 ⊂ 𝑉非空且非全集，称 (𝑆,𝑉 ∖ 𝑆 )为一个割。两端分别在𝑆与𝑉 ∖ 𝑆中的边称为跨边。若边集𝐴中
没有跨边，称割 (𝑆,𝑉 ∖ 𝑆 )  尊重 𝐴。

定理 4.2（割性质）

设𝐴是某棵最小生成树的子集，割 (𝑆,𝑉 ∖ 𝑆 )尊重𝐴，𝑒是该割上权重最小的跨边。则𝐴 ∪ { 𝑒 } 仍是
某棵最小生成树的子集。

证明

定理 4.3（环性质）

设𝑒不在最小生成树𝑇中，则𝑒在𝑇 ∪ { 𝑒 } 所形成的环上是权重最大的边（之一）。

证明

设𝑇为包含𝐴的最小生成树。若𝑒 ∈ 𝑇，结论已成立。否则𝑇 ∪ { 𝑒 }含唯一环𝐶。

由于𝑒跨割，而𝐶从𝑆侧回到𝑉 ∖ 𝑆侧，𝐶中必存在另一条跨边𝑒′ ≠ 𝑒。由𝑒的最小性，𝑤 ( 𝑒 ) ≤ 𝑤 ( 𝑒′ )。

令𝑇′ = 𝑇 ∪ {𝑒 } ∖ {𝑒′ }。删除环上一条边后仍连通且边数为𝑛 − 1，故𝑇′是生成树，且

由𝑇最小，𝑤 (𝑇′ ) = 𝑤 (𝑇 )，𝑇′也是最小生成树。又𝑒′ ∉ 𝐴（否则𝐴有跨边，与割尊重𝐴矛盾），故

𝐴 ∪ { 𝑒 } ⊆ 𝑇′。∎∎

𝑤 (𝑇′ ) = 𝑤 (𝑇 ) + 𝑤 ( 𝑒 ) − 𝑤 ( 𝑒′ ) ≤ 𝑤 (𝑇 ) (4.1)

若环上存在𝑒′使𝑤 ( 𝑒′ ) > 𝑤 ( 𝑒 )，则𝑇 ∪ {𝑒 } ∖ {𝑒′ }是权重严格更小的生成树，与𝑇最小矛盾。∎∎
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割 (S, V∖S)

4（最小跨边）

9

11

S V ∖ S

图 4.1　割性质：在尊重𝐴的割上取最小跨边，加入𝐴后仍可扩展为最小生成树。虚线为被割切断的边。

割性质的一句话版本是：每条最小跨边都安全。Kruskal 与 Prim 的差别只在于选择哪个割。

Kruskal：固定按权重升序，割是隐式的——每次加入𝑒时，取「𝑒的两个端点各自的连通块」为割。

Prim：固定割为「已选顶点集与其余顶点」，每次取该割上的最小边。

4.2 Kruskal 与并查集的均摊分析

Kruskal 的核心操作是「判断两端点是否已连通」与「合并两个连通块」，这正是并查集（disjoint
set union）的职责。

class DSU:
    def __init__(self, n):
        self.p = list(range(n))
        self.r = [0] * n          # 秩（rank）

    def find(self, x):
        while self.p[x] != x:
            self.p[x] = self.p[self.p[x]]   # 路径减半
            x = self.p[x]
        return x

    def union(self, a, b):
        a, b = self.find(a), self.find(b)
        if a == b:
            return False
        if self.r[a] < self.r[b]:
            a, b = b, a
        self.p[b] = a
        if self.r[a] == self.r[b]:
            self.r[a] += 1
        return True
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定理 4.4（并查集的均摊界）

配合按秩合并与路径压缩，任意𝑚次操作的均摊代价为𝑂 (𝛼 (𝑛 ) ) ，其中𝛼为反阿克曼函数。

反阿克曼函数的增长极慢：对𝑛 < 265536有𝛼 (𝑛 ) ≤ 4。因此在任何可想象的输入规模下，它都可视

为常数。

证明要点

复杂度　排序𝑂 (𝑚log𝑚 )，并查集𝑂 (𝑚𝛼 (𝑛 ) ) ，总计

对稀疏图𝑚 = 𝑂 (𝑛 ) 时是𝑂 (𝑛log𝑛 )，已经达到比较模型下的排序下界（见 7.2 节），因此 Kruskal
在稀疏图上是最优阶的。

4.3 Prim 与优先队列的选择

Prim 维持一个顶点集𝑈与当前最小跨边，用优先队列维护每个外部顶点到𝑈的最小边权。

只有按秩合并：秩严格随合并递增，且秩为𝑟的树至少含2𝑟个结点，故树高𝑂 ( log𝑛 )。

叠加路径压缩：Tarjan 的势能论证把结点分为「好」「坏」两类，对每个结点记录其秩的变化次数。关键

观察是：一个结点每次被路径压缩“跳过”后，它所在子树的根秩至少翻倍，因此同一结点被压缩的次数不

超过log𝑛次；把所有结点按其秩分级累计，总代价被𝑂 ( (𝑚 + 𝑛 ) log𝑛 )收紧为𝑂 (𝑚𝛼 (𝑛 ) )。完整的双重

归纳证明见 Tarjan (1975)。∎∎

𝑇Kruskal = 𝑂 (𝑚log𝑚 ) (4.2)
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import heapq

def prim(adj, s):
    n = len(adj)
    done = [False] * n
    dist = [float('inf')] * n
    dist[s] = 0
    h = [(0, s)]
    total = 0
    while h:
        d, u = heapq.heappop(h)        # 惰性删除：跳过过期项
        if done[u]:
            continue
        done[u] = True
        total += d
        for v, w in adj[u]:
            if not done[v] and w < dist[v]:
                dist[v] = w
                heapq.heappush(h, (w, v))
    return total

复杂度　每条边至多触发一次入堆，堆操作𝑂 (𝑚 ) 次，每次𝑂 ( log𝑛 )，故𝑂 (𝑚log𝑛 )。若改用斐波
那契堆，减键操作𝑂 ( 1 ) 摊还，降到𝑂 (𝑚 + 𝑛log𝑛 )——稠密图（𝑚 = 𝛩 (𝑛2 )）下这是𝑂 (𝑛2 )，与朴

素的邻接矩阵实现同阶，但常数更小。

算法 朴素实现 二叉堆 斐波那契堆

Prim（MST） 𝑂 (𝑛2 ) 𝑂 (𝑚log𝑛 ) 𝑂 (𝑚 + 𝑛log𝑛 )

Dijkstra 𝑂 (𝑛2 ) 𝑂 ( (𝑚 + 𝑛 ) log𝑛 ) 𝑂 (𝑚 + 𝑛log𝑛 )

Kruskal（MST） 𝑂 (𝑚log𝑚 )，排序主导 同左 同左

表格的读法

不要把这看作“斐波那契堆总更好”。它的常数与实现复杂度都高，实践中几乎从不使用。表格真正的信

息是：同一贪心策略的复杂度阶由数据结构决定，而渐近最优的数据结构往往因常数过大而不实用。

第 7 章会把这一点展开为工程判据。

4.4 Dijkstra：非负权的不变量证明

Dijkstra 与 Prim 的代码几乎同构，差别只在“距离”的定义：Prim 中𝑑 (𝑣 ) 是𝑣到已选集的最小边权，
Dijkstra 中𝑑 (𝑣 ) 是𝑣到源点的最短路径长度。
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定理 4.5

设所有边权𝑤 ( 𝑒 ) ≥ 0，Dijkstra 算法正确计算单源最短路径。

证明

证明中“边权非负”用在两处：𝑃的前缀最短，以及𝛿 ( 𝑠, 𝑦 ) ≤ 𝛿 ( 𝑠, 𝑢 )。去掉任何一处都会破坏结
论。

例 4.6（负权反例）

三点𝑠, 𝑎, 𝑏，边权𝑤 ( 𝑠, 𝑎 ) = 2，𝑤 ( 𝑠, 𝑏 ) = 3，𝑤 (𝑏, 𝑎 ) = − 2。

Dijkstra 先确定𝑠（𝑑 = 0），松弛得𝑑 [𝑎 ] = 2、𝑑 [𝑏 ] = 3；接着取出𝑎（𝑑 = 2）并确定，输出

𝛿 ( 𝑠, 𝑎 ) = 2。但真实最短路为𝑠 → 𝑏 → 𝑎，长度3 − 2 = 1。错误来自“𝑎的前缀最短”这一前提失
效。

负权图需要 Bellman–Ford（𝑂 (𝑛𝑚 ) ）或 Johnson 重标号。这不是贪心策略的改进问题，而是贪心
所依赖的性质不存在。

4.5 为什么最短路不能写成拟阵问题

MST 与最短路在代码上如此相似，为什么一个能用拟阵解释、另一个不能？原因是两者的解空间结

构根本不同。

维护不变量：**每次从堆中取出并“确定”顶点𝑢时，𝑑 [𝑢 ] = 𝛿 ( 𝑠,𝑢 ) **，其中𝛿为真实最短距离。

下界方向𝑑 [𝑢 ] ≥ 𝛿 ( 𝑠,𝑢 )恒成立，因为𝑑 [𝑢 ]始终对应某条实际路径的长度。

上界方向用反证。设𝑢是第一个被确定但𝑑 [𝑢 ] > 𝛿 ( 𝑠,𝑢 )的顶点。取𝑠到𝑢的最短路𝑃。因𝑠已确定而𝑢未确

定，𝑃上存在第一条离开已确定集𝑆的边 (𝑥, 𝑦 )，𝑥 ∈ 𝑆，𝑦 ∉ 𝑆。

由于𝑃是最短路且边权非负，𝑃的前缀也是最短的，故

由归纳𝑑 [𝑥 ] = 𝛿 ( 𝑠, 𝑥 )。𝑥被确定时对所有出边做过松弛，故𝑑[𝑦] ≤ 𝑑[𝑥] + 𝑤 (𝑥, 𝑦 ) = 𝛿 ( 𝑠, 𝑦 )。

现在比较𝑦与𝑢：𝑢是当前未确定顶点中𝑑值最小者。又𝛿 ( 𝑠, 𝑦 ) ≤ 𝛿 ( 𝑠,𝑢 )（𝑦在𝑃上，位于𝑢之前），于是

与假设𝑑 [𝑢 ] > 𝛿 ( 𝑠,𝑢 )矛盾。故不变量成立，算法正确。∎∎

𝛿 ( 𝑠, 𝑦 ) = 𝛿 ( 𝑠, 𝑥 ) + 𝑤 (𝑥, 𝑦 ) (4.3)

𝑑[𝑢] ≤ 𝑑[𝑦] ≤ 𝛿 ( 𝑠, 𝑦 ) ≤ 𝛿 ( 𝑠,𝑢 ) (4.4)
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维度 最小生成树 单源最短路

解的形态 边子集（生成树） 路径（顶点序列）

可行性封闭性 向下封闭（森林的子集仍是森林） 不封闭（路径的子集不是路径）

目标函数 边权之和（线性） 路径长度（路径上的和）

贪心合法性 拟阵交换公理 非负权三角不等式

失效条件 无 存在负权边

最短路解族不满足遗传性，甚至不能写成2𝐸的子集族——一条路径去掉中间某条边就不再连通。因

此拟阵框架从第一步就无法启动。Dijkstra 的正确性完全依赖𝛿的最优子结构（最短路的子路最短），这
恰好是贝尔曼方程的前提，也是动态规划的条件。

一个容易混淆的点

「MST 可以用 Kruskal 贪心」与「MST 问题可以写成拟阵上的加权选基」是同一件事的两种说法；而

「Dijkstra 是贪心」只是在描述行为，不是在描述结构。前者有代数刻画，后者没有。混淆这两者，会

导致在设计新算法时错误地期待一个“贪心就够了”的结论。

4.6 习题

4.1　证明：若图中所有边权互不相同，则最小生成树唯一。

4.2　举出一个图，使得 Kruskal 与 Prim 产生边权相同但边集不同的两棵 MST。

4.3　设𝑇为 MST。若把某条非树边𝑒的权重减小，如何用𝑂 (𝑚 ) 时间更新 MST？给出算法并证明正确
性。

4.4　证明：Dijkstra 在边权允许为0时仍正确。

4.5　分析用「𝑑数组 + 线性扫描最小值」实现的 Dijkstra 在稠密图上的复杂度，并与二叉堆版本比较，

给出切换阈值。

4.6　构造一个图，使得按「边权 / 两端剩余度」排序的生成树贪心失败。



贪心算法 · 原理、证明与复杂度

28

C H A P T E R  0 5

贪心的近似：当精确不可得

前面的章节都在回答「贪心何时给出最优解」。但大量问题是 NP-难的，最优解不可能在多项式时间

内得到。此时贪心的角色发生转变：它不再是求解器，而是一个比值保证的构造器。本章的核心量是

近似比，核心方法是把贪心的每一步失败量化为一个可求和的上界。

5.1 近似比的语言

定义 5.1（近似比）

设𝛱为最小化问题，𝐴𝐿𝐺 ( 𝐼 ) 与𝑂𝑃𝑇 ( 𝐼 ) 分别为算法与最优解在实例𝐼上的目标值。若对一切实例𝐼

有

则称算法为𝜌-近似算法，𝜌 ≥ 1为近似比。最大化问题取反号，𝜌 ≤ 1。

近似比是最坏情况保证，因此它的证明结构天然是对抗式的：必须对所有实例同时成立。常用的两

种技术是势函数法（找出一个单调下降的上界量）与收费论证（把算法支付的成本分摊到最优解的元件
上）。

与近似比相关的还有两个更强的概念：PTAS（对任意𝜀 > 0，存在 ( 1 + 𝜀 ) -近似算法，复杂度可依
赖𝜀）与 FPTAS（要求复杂度对1 / 𝜀也是多项式）。背包有 FPTAS，集合覆盖没有——这个差别来自问

题结构的根本不同：集合覆盖的困难是组合爆炸式的，而背包的困难只在数值精度。

5.2 集合覆盖：ln𝑛 + 1

问题　全集𝑈， |𝑈 | = 𝑛，集合族𝒮 = {𝑆1, … , 𝑆𝑚 }，⋃
𝑗
𝑆𝑗 = 𝑈。求最少的集合覆盖𝑈。

贪心　每次选取能覆盖最多未覆盖元素的集合。

定理 5.2

集合覆盖贪心是 ( ln𝑛 + 1 ) -近似的。

𝐴𝐿𝐺 ( 𝐼 ) ≤ 𝜌 ⋅𝑂𝑃𝑇 ( 𝐼 ) (5.1)
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证明

紧性　该比值不可改进到𝑜 ( ln𝑛 ) ：Feige (1998) 证明，除非 NP 有准多项式算法，任何多项式时间
算法都无法达到 ( 1 − 𝜀 ) ln𝑛的近似比。集合覆盖因此是「贪心即最优阶」的典型——不是因为贪心多聪

明，而是因为问题本身就这么难。

加权版本　用收费论证可把结论推广到加权集合覆盖：设贪心第𝑖步选中集合𝑆，覆盖𝑐𝑖个新元素，
代价𝑤 (𝑆 ) 。给每个新覆盖元素记价𝑤 (𝑆 ) / 𝑐𝑖。可以证明𝑤 (𝑆 ) / 𝑐𝑖 ≤ 𝑂𝑃𝑇 / 𝑛𝑖（否则最优解在剩余元

素上就会超支），于是

其中∑
𝑖
𝑐𝑖 / 𝑛𝑖恰是调和级数的前若干项，因为每步𝑛𝑖递减而𝑐𝑖恰好是它的减少量。

5.3 子模最大化：1 − 1 / 𝑒

集合覆盖的贪心有一个隐含结构：目标函数「覆盖元素数」是子模的。把这一点抽象出来，就得到
一类统一的近似结论。

定义 5.3（子模函数）

集合函数𝑓: 2𝐸 → ℝ ≥ 0称为子模的，若对任意𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐸与𝑒 ∉ 𝐵，有

即边际收益递减。若还有𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒ 𝑓 (𝐴 ) ≤ 𝑓 (𝐵 ) ，称为单调子模。

记𝛥 ( 𝑒 ∣ 𝑆 ) = 𝑓 (𝑆 ∪ { 𝑒 } ) − 𝑓 (𝑆 ) 。子模性就是说𝛥 ( 𝑒 ∣ ⋅ ) 随集合增大而单调不增。拟阵的秩函

数（定理 2.6 的 (R3)）正是子模函数的一个特例——这不是巧合，而是拟阵论与子模优化共享同一套代
数结构的表现。

设𝑂𝑃𝑇 = 𝑡∗。令𝑛𝑖为第𝑖步开始前未被覆盖的元素数，𝑛1 = 𝑛。

关键不等式：𝑛𝑖 + 1 ≤ 𝑛𝑖(1 −
1

𝑡∗
)。

理由：最优解中的𝑡∗个集合覆盖全部𝑛𝑖个未覆盖元素，故其中至少一个覆盖不少于𝑛𝑖 / 𝑡∗个。贪心选的是覆

盖最多者，故本步至少新覆盖𝑛𝑖 / 𝑡∗，剩余不超过𝑛𝑖 (1 − 1 / 𝑡∗ )。

递推得

取𝑖 = 𝑡∗ln𝑛 + 1，得𝑛𝑖 ≤ 𝑛𝑒−ln𝑛 = 1。由于𝑛𝑖是整数，𝑛𝑖 ≤ 1且继续下去必然归零，故贪心至多用𝑡∗ln𝑛 + 1

个集合，即𝐴𝐿𝐺 ≤ 𝑂𝑃𝑇 ⋅ ln𝑛 + 1 ≤ ( ln𝑛 + 1) 𝑂𝑃𝑇。∎∎

𝑛𝑖 ≤ 𝑛(1 − 1

𝑡∗
)

𝑖 − 1

≤ 𝑛 𝑒− ( 𝑖 − 1 ) / 𝑡∗ (5.2)

∑
𝑖

𝑤(𝑆𝑖) ≤ 𝑂𝑃𝑇∑
𝑖

𝑐𝑖

𝑛𝑖
≤ 𝑂𝑃𝑇 ⋅𝐻𝑛 ≤ 𝑂𝑃𝑇(ln𝑛 + 1) (5.3)

𝑓 (𝐴 ∪ { 𝑒 } ) − 𝑓 (𝐴 ) ≥ 𝑓 (𝐵 ∪ { 𝑒 } ) − 𝑓 (𝐵 ) (5.4)
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问题　单调子模𝑓，基数约束 |𝑆 | ≤ 𝑘，求 max 𝑓 (𝑆 ) 。

贪心　每次选边际收益最大者。

定理 5.4（Nemhauser–Wolsey–Fisher，1978）

对单调子模最大化问题，贪心算法满足𝑓(𝑆𝑘) ≥ (1 −
1

𝑒
)𝑓(𝑆∗)。

证明

这个证明的结构值得记住：三次不等式，每次只用一个性质（单调、子模、贪心最优性）。它之所
以能给出与𝑘无关的常数1 − 1 / 𝑒，关键在于第三步把𝑘项的求和统一放大为同一个最大值，再由

( 1 − 1 / 𝑘 )
𝑘的极限回收𝑘。

设𝑆𝑖为贪心的前𝑖步输出，𝑆∗为最优解， |𝑆∗ | = 𝑘，并设𝑓 ( ∅ ) = 0。记𝑆∗ = {𝑒1, … , 𝑒𝑘 }。

第一步（单调性）：𝑓 (𝑆∗ ) ≤ 𝑓 (𝑆𝑖 ∪ 𝑆∗ )。

第二步（子模性）：把𝑆∗逐个加入𝑆𝑖，每步的边际收益不超过单独加入时的边际收益，

第三步（贪心选择）：每项都不超过贪心本步的最优边际收益，

合并三步得𝑓 (𝑆∗ ) ≤ 𝑓 (𝑆𝑖 ) + 𝑘 (𝑓 (𝑆𝑖 + 1 ) − 𝑓 (𝑆𝑖 ) )，整理为

对𝑖 = 0, … , 𝑘 − 1迭代（初值𝑓 (𝑆0 ) = 0）：

最后一步用了 (1 − 1 / 𝑘 )
𝑘 ≤ 𝑒−1。移项即得𝑓 (𝑆𝑘 ) ≥ (1 − 1 / 𝑒 )𝑓 (𝑆∗ )。∎∎

𝑓(𝑆𝑖 ∪ 𝑆∗) = 𝑓(𝑆𝑖) +
𝑘

∑
𝑗 = 1

𝛥(𝑒𝑗 ∣ 𝑆𝑖 ∪ {𝑒1, … , 𝑒𝑗 − 1 } ) ≤ 𝑓(𝑆𝑖) +
𝑘

∑
𝑗 = 1

𝛥(𝑒𝑗 ∣ 𝑆𝑖) (5.5)

𝑘

∑
𝑗 = 1

𝛥(𝑒𝑗 ∣ 𝑆𝑖) ≤ 𝑘 ⋅ max
𝑒

𝛥(𝑒 ∣ 𝑆𝑖) = 𝑘(𝑓 (𝑆𝑖 + 1 ) − 𝑓 (𝑆𝑖 ) ) (5.6)

𝑓(𝑆∗) − 𝑓(𝑆𝑖 + 1) ≤ (1 −
1

𝑘
) (𝑓 (𝑆∗ ) − 𝑓 (𝑆𝑖 ) ) (5.7)

𝑓(𝑆∗) − 𝑓(𝑆𝑘) ≤ (1 −
1

𝑘
)

𝑘

𝑓(𝑆∗) ≤ 𝑒−1𝑓(𝑆∗) (5.8)



贪心算法 · 原理、证明与复杂度

31

0.65

0.70

0.75

2 6 12 20

基数约束 k

渐近线 1 − 1/e ≈ 0.632

保证因子 1 − (1 − 1/k)^k

图 5.1　贪心保证因子1 − ( 1 − 1 / 𝑘 )
𝑘随基数约束𝑘的收敛：从𝑘 = 2的0.75单调下降到1 − 1 / 𝑒，与渐近线的差距以𝑂 ( 1 / 𝑘 )

的速度消失。

紧性　1 − 1 / 𝑒不能再改进。对最大覆盖问题（𝑓为覆盖元素数，是单调子模的），Feige (1998) 证
明：除非 P = NP，任何多项式算法都达不到 ( 1 − 1 / 𝑒 + 𝜀 ) 。因此定理 5.4 不只是贪心的下界，它同时

是这一类问题多项式可解性的天花板。

5.4 拟阵约束与更弱的保证

把基数约束换成拟阵约束，1 − 1 / 𝑒会退化。

问题　单调子模𝑓，拟阵ℳ = (𝐸, ℐ ) ，求 max {𝑓 (𝑆 ) : 𝑆 ∈ ℐ } 。

贪心（按𝑓的边际收益排序，保持独立性）此时只能保证1 / 2。原因是定理 5.4 第二步的「逐个加
入」论证不再成立：𝑆∗的元素不一定能逐个加入𝑆𝑖而保持独立，交换公理只保证能加入某个元素，不能
保证加入指定的元素。这一处损失直接削掉了1 − 1 / 𝑒 − 1 / 2的差距。

更好的算法（连续贪心 + 舍入，Calinescu 等 2011）也能达到1 − 1 / 𝑒，但需要解一个连续松弛，不
再是纯组合贪心。这个例子说明：约束越强，纯贪心的保证越弱；恢复保证通常要付出算法复杂度的代

价。

5.5 𝑘-中心：2-近似及其紧性

问题　度量空间中的点集𝑃， |𝑃 | = 𝑛，选𝑘个中心使最大服务半径最小。

贪心（Gonzalez 算法）　任选一个中心；此后每次选距离当前中心集最远的点作为新中心，直到选
满𝑘个。

定理 5.5

Gonzalez 算法是2-近似的。
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证明

𝑘-中心是 NP-难的，且2-近似是紧的：除非 P = NP，不存在 ( 2 − 𝜀 ) -近似算法。这与集合覆盖的
ln𝑛一样，说明某些问题的近似比上限被计算复杂性锁死，贪心恰好触到了那条线。

本章小结

近似比的证明有两种主流结构：势函数（集合覆盖）与三次不等式链（子模最大化）。

集合覆盖ln𝑛 + 1，子模最大化1 − 1 / 𝑒，𝑘-中心2——三个常数分别对应三种不同的结构性障碍。

三个界都是紧的（在 P ≠ NP 假设下），说明贪心在这些问题上的表现已经到了理论极限。

拟阵约束会削弱保证（1 − 1 / 𝑒 → 1 / 2），因为交换公理只保证「存在」可加入元素，不保证

「指定」元素可加入。

5.6 习题

5.1　证明：集合覆盖的目标函数是单调子模的。

5.2　在定理 5.2 的证明中，若把𝑡∗换成𝑂𝑃𝑇的实际值，界是否还能改进？说明为什么不能。

5.3　构造一个𝑘-中心实例，使 Gonzalez 算法的近似比恰为2。

5.4　设𝑓为单调子模，𝑔为单调超模（边际收益递增）。判断 max 𝑓与 min 𝑔哪个能被贪心有效近似，
给出理由。

5.5　证明1 − 1 / 𝑒是1 − ( 1 − 1 / 𝑘 )
𝑘当𝑘 → ∞ 的极限，并给出误差项的量级。

5.6　加权集合覆盖的收费论证中，为什么𝑤 (𝑆 ) / 𝑐𝑖 ≤ 𝑂𝑃𝑇 / 𝑛𝑖？给出完整论证。

设𝑐1, … , 𝑐𝑘 + 1为算法依次选出的前𝑘 + 1个中心，记𝑟𝑗 = max𝑥 ∈ 𝑃 𝑑(𝑥, {𝑐1, … , 𝑐𝑗 } )。由「选最远点」

的规则，𝑐𝑗 + 1满足𝑑(𝑐𝑗 + 1, {𝑐1, … , 𝑐𝑗 } ) = 𝑟𝑗，且𝑟1 ≥ 𝑟2 ≥ ⋯ 。

于是对任意𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑘 + 1，有𝑑(𝑐𝑖, 𝑐𝑗 ) ≥ 𝑟𝑗 − 1 ≥ 𝑟𝑘。即前𝑘 + 1个中心两两距离不小于 𝑟𝑘。

算法用𝑘个中心时的半径恰为𝐴𝐿𝐺 = 𝑟𝑘。另一方面，最优解的𝑘个中心要把这𝑘 + 1个两两距离 ≥ 𝑟𝑘的点全

部覆盖，由抽屉原理，必有两个点由同一个中心服务，该中心到其中至少一个点的距离 ≥ 𝑟𝑘 / 2。故

𝑂𝑃𝑇 ≥ 𝑟𝑘 / 2。

合并得𝐴𝐿𝐺 = 𝑟𝑘 ≤ 2𝑂𝑃𝑇。∎∎
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C H A P T E R  0 6

在线与随机：信息缺失下的贪心

前几章都假设能看到全部输入。在线场景下，输入逐日到达，算法必须在看到未来之前做决定，且决

定不可撤销——这正是第 1 章 (C1) 的极端情形。此时“最优”不再可比，替代品是竞争比：与事后最优

（全知者）的比值。

6.1 竞争比

定义 6.1（竞争比）

设算法𝐴对在线实例序列𝜎的输出为𝐴 (𝜎 ) ，事后最优为𝑂𝑃𝑇 (𝜎 ) 。若对一切𝜎有

𝐴 (𝜎 ) ≤ 𝜌𝑂𝑃𝑇 (𝜎 )，称𝐴为𝜌-竞争的。确定性算法取𝜌的下确界为竞争比；随机化算法对期望值
定义。

竞争比与近似比的形式完全一致，但内涵不同：近似比的困难来自计算复杂性（算不完），竞争比
的困难来自信息缺失（看不到）。这个区别决定了证明工具：近似比用不等式链，竞争比用对抗构造

（给每个确定性策略配一个最坏输入）。

6.2 滑雪租赁

问题　滑雪场每日租金1，购买雪板一次𝐵。你不知道会滑多少天，每天开始时决定租还是买（买了
之后不再付费）。目标：最小化总花费。

若知道总天数𝑑，最优花费为 min (𝑑,𝐵 ) 。在线情形下：

定理 6.2

确定性竞争比恰为2 −
1

𝐵
，由策略「先租𝐵 − 1天，第𝐵天购买」达到。
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证明（上界）

证明（下界）

随机化　若把购买日随机化，可把竞争比降到

构造思路：令购买日服从某个在 { 1, … ,𝐵 } 上的分布𝑝，使任意截止日𝑑下的期望花费与𝑂𝑃𝑇 (𝑑 ) 的
比值一致地被𝑒 / ( 𝑒 − 1 ) 控制；对𝑝解一个线性规划即得最优分布。下界方向由 Yao 原理给出：构造一

个输入分布，使任何确定性策略在该分布上的期望花费至少是𝑒 / ( 𝑒 − 1 ) 倍的事后期望最优。

从2到1.58，随机化把确定性下界削掉了约21%。这是在线算法中反复出现的模式：随机化不能突破
“信息缺失”的定性障碍，但能把常数压到接近最优。

6.3 秘书问题：1 / 𝑒的另一处现身

问题　𝑛个候选人随机顺序逐个到达，面试后必须立即决定录用或拒绝，不可回退。目标：以最大
概率选中绝对最优者。

策略　先面试并全部拒绝前𝑘 = ⌊𝑛 / 𝑒 ⌋人（只观察），此后录用第一个优于前𝑘人者。

定理 6.3

该策略的成功概率趋于1 / 𝑒。

按策略，第𝐵天购买。

若𝑑 < 𝐵：全程租赁，花费𝐴𝐿𝐺 = 𝑑，而𝑂𝑃𝑇 = min (𝑑,𝐵 ) = 𝑑，比值为1。

若𝑑 ≥ 𝐵：租赁𝐵 − 1天并购买，𝐴𝐿𝐺 = (𝐵 − 1) + 𝐵 = 2𝐵 − 1，而𝑂𝑃𝑇 = 𝐵，比值为

故竞争比不超过2 − 1 / 𝐵。∎∎

2𝐵 − 1
𝐵

= 2 −
1
𝐵

(6.1)

设某确定性策略首次购买发生在第𝑡天。分两种情形构造对抗输入：

若𝑡 ≤ 𝐵 − 1：令𝑑 = 𝑡。策略花费𝐴𝐿𝐺 = ( 𝑡 − 1) + 𝐵，而𝑂𝑃𝑇 = 𝑡，比值

若𝑡 ≥ 𝐵：令𝑑 ≥ 𝑡充分大。策略花费𝐴𝐿𝐺 = ( 𝑡 − 1) + 𝐵 ≥ 2𝐵，而𝑂𝑃𝑇 = 𝐵，比值 ≥ 2。

两种情形下比值都不低于2 − 1 / 𝐵，故任何确定性策略都无法突破此界。∎∎

𝑡 − 1 + 𝐵

𝑡
= 1 +

𝐵 − 1

𝑡
≥ 1 +

𝐵 − 1

𝐵 − 1
= 2 > 2 −

1

𝐵
(6.2)

𝑒

𝑒 − 1
≈ 1.582 (6.3)
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证明要点

1 / 𝑒在本书出现了两次：子模最大化的保证因子是1 − 1 / 𝑒，秘书问题的成功率是1 / 𝑒。二者都源
于 (1 − 1 / 𝑛 )

𝑛 → 𝑒−1这一极限，但机理不同——前者是“每步损失1 / 𝑘的累积”，后者是“最优者恰好落
在观察窗之后的概率”。

6.4 乘性权重与遗憾

在线学习的框架更弱：不仅看不到未来，连“最优固定解”也是事后的。此时用遗憾（regret）度量：

Hedge（乘性权重更新）算法维护每个动作的权重𝑤𝑎，损失后按𝑤𝑎 ← 𝑤𝑎 (1 − 𝜂 ℓ𝑡 (𝑎 ) )衰减。取
𝜂 = √8ln | 𝒜 | / 𝑇 可得

即平均遗憾𝑂(√ln | 𝒜 | / 𝑇 ) → 0。这是“贪心”在信息最匮乏的设定下能达到的最好结果：它不
再保证与最优解只差常数倍，而是保证随时间趋于不差。

6.5 在线集合覆盖

在线集合覆盖中，元素逐个到达，算法必须立即选一个包含它的集合。Alon 等（2003）证明贪心策
略的竞争比为𝑂 ( log𝑛 )，且这个阶是最优的——与离线情形的ln𝑛 + 1同阶。

这个结论的意义在于：信息缺失不一定改变复杂度阶。滑雪租赁中信息缺失把比值从1拉到2（常数

倍），而在线集合覆盖只把常数从ln𝑛拉到𝑐ln𝑛。判断一个在线问题“难到什么程度”，要看最优解对未
来的依赖是常数级的还是结构级的。

最优者出现在位置𝑖的概率为1 / 𝑛。给定其在位置𝑖 > 𝑘，策略成功当且仅当前𝑖 − 1人中的最优秀者落在前𝑘

个位置（否则策略会在𝑖之前录用某人）。该条件概率为𝑘 / ( 𝑖 − 1)。故

取𝑘 = 𝑛 / 𝑒得𝑃 ≈ 1

𝑒
ln𝑒 =

1

𝑒
。对𝑘求导可验证这是最优的观察长度。∎∎

𝑃(成功) =
𝑛

∑
𝑖 = 𝑘 + 1

1

𝑛
⋅ 𝑘

𝑖 − 1
=

𝑘

𝑛

𝑛 − 1

∑
𝑗 = 𝑘

1

𝑗
≈ 𝑘

𝑛
ln

𝑛

𝑘
(6.4)

𝑅𝑇 =

𝑇

∑
𝑡 = 1

ℓ𝑡 (𝑎𝑡) − min
𝑎 ∈ 𝒜

𝑇

∑
𝑡 = 1

ℓ𝑡 (𝑎) (6.5)

𝑅𝑇 ≤√
𝑇ln | 𝒜 |

2
(6.6)
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本章小结

竞争比衡量信息缺失的代价，用对抗构造证明下界，用策略分析证明上界。

滑雪租赁：确定性2 − 1 / 𝐵，随机化𝑒 / ( 𝑒 − 1)。

秘书问题：观察𝑛 / 𝑒后录用，成功率1 / 𝑒。

乘性权重把“与最优的比值”换成“随时间消失的遗憾”，是在线学习的基本范式。

6.6 习题

6.1　证明滑雪租赁的随机化策略不存在优于𝑒 / ( 𝑒 − 1 ) 的竞争比（用 Yao 原理构造输入分布）。

6.2　若租金为𝑟、购买价为𝐵，重做定理 6.2，给出竞争比关于𝐵 / 𝑟的表达式。

6.3　秘书问题中若允许录用后被更优者替换（但替换有代价𝑐），问题结构如何变化？

6.4　证明 Hedge 算法的遗憾界，并说明为什么𝜂的取值是𝛩(1 / √𝑇 )而不是𝛩 ( 1 / 𝑇 ) 。

6.5　构造一个在线实例，使“每隔固定天数购买”的策略竞争比趋于无穷。
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C H A P T E R  0 7

复杂度工程与实现陷阱

一个贪心算法在纸上是𝑂 (𝑚log𝑚 )，在代码里可能是𝑂 (𝑚𝑛 )；一个在实数上正确的比较器，在浮点

上可能违反传递律并导致未定义行为。本章处理从证明到实现的落差，重点在三件事：数据结构的阶

数影响、比较模型的下界、以及比较器与浮点的具体陷阱。

7.1 同一策略，不同阶数

贪心的骨架几乎不变：排序、扫描、判定。真正决定复杂度的是判定用的数据结构。

问题 判定操作 朴素结构 进阶结构 复杂度变化

区间调度 与前一个结束时间
比较

变量 变量 𝑂 (𝑛log𝑛 )（排序主导）

MST 连通性查询 DFS 每次
𝑂 (𝑛 + 𝑚 )

并查集 𝑂 (𝑚𝑛 ) → 𝑂 (𝑚log𝑚 )

MST 取最小跨边 线性扫描 二叉堆 𝑂 (𝑛2 ) → 𝑂 (𝑚log𝑛 )

单源最短
路

取最小𝑑 线性扫描 二叉堆 / 斐波那契
堆

𝑂 (𝑛2 ) → 𝑂 (𝑚log𝑛 ) → 𝑂 (𝑚 + 𝑛log𝑛 )

Huffman 取两个最小频率 排序一次后双指
针

二叉堆 𝑂 (𝑛log𝑛 )，双指针可到𝑂 (𝑛 )

集合覆盖 统计新覆盖数 每轮重扫𝑂 (𝑚𝑛 ) 惰性堆（lazy
greedy）

𝑂 (𝑚𝑛 ) → 𝑂 (𝑚𝑛log )均摊更优

最后一行值得单独说。集合覆盖的朴素实现每轮重算所有集合的边际收益，复杂度𝑂 (𝑚𝑛𝑘 ) 。惰性

贪心利用子模性带来的一个性质：边际收益只会下降，因此可以用最大堆缓存上界，弹出后重算，若仍

不小于堆顶则确定选中。实测中它把常数降低一到两个数量级，而渐近界不变。

阶数与常数的分工

渐近阶只在𝑛足够大时才有指导意义。对𝑛 ≤ 1000的输入，𝑂 (𝑛2 )的数组实现常常快过𝑂 (𝑛log𝑛 )的堆

实现，因为堆的每次操作有 cache miss 与常数开销。工程判据不是“选阶数更低的”，而是“先测，再按

输入规模分段选择”。
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7.2 排序下界：为什么贪心常止步于𝑂 (𝑛log𝑛 )

大量贪心算法的复杂度被排序卡住。这不是实现问题，而是模型下界。

定理 7.1（比较排序下界）

任何基于两两比较的排序算法在最坏情况下至少需要𝛺 (𝑛log𝑛 )次比较。

证明

这条下界解释了为什么 Kruskal 在稀疏图上的𝑂 (𝑛log𝑛 )是最优的：任何 MST 算法都必须“知道”边

的相对顺序，而在比较模型下这需要𝛺 (𝑚log𝑚 )时间。要突破它，只能放弃比较模型——例如整数权
重的基数排序，可把排序降到𝑂 (𝑚 ) ，此时 MST 的瓶颈转移到并查集，整体𝑂 (𝑚𝛼 (𝑛 ) ) 。

7.3 比较器：正确性的隐形依赖

所有基于排序的贪心都隐含假设：排序键定义了一个严格弱序。

定义 7.2（严格弱序）

二元关系 ≺ 称为严格弱序，若

非自反：¬ (𝑎 ≺ 𝑎 ) ；

非对称：𝑎 ≺ 𝑏⟹ ¬ (𝑏 ≺ 𝑎 ) ；

传递：𝑎 ≺ 𝑏 ∧ 𝑏 ≺ 𝑐⟹ 𝑎 ≺ 𝑐；

不可比传递：若𝑎与𝑏不可比、𝑏与𝑐不可比，则𝑎与𝑐不可比。

第四条最容易被忽略。浮点比较是重灾区。

𝑛个元素有𝑛!种排列，算法必须区分全部𝑛!种输出。把算法的执行过程看成二叉决策树：每个内部结点是

一次比较，叶子是一个输出排列。高度为ℎ的二叉树至多有2ℎ个叶子，故

用 Stirling 估计或简单放缩：log
2
(𝑛!) = ∑

𝑘 = 1

𝑛
log

2
𝑘 ≥ ∑

𝑘 = ⌈𝑛 / 2 ⌉

𝑛
log

2
𝑘 ≥ 𝑛

2
log

2

𝑛

2
= 𝛺(𝑛log𝑛)。∎∎

2ℎ ≥ 𝑛!⟹ ℎ ≥ log
2
(𝑛!) (7.1)
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# 错误：用 epsilon 比较浮点数会破坏传递性
def cmp_bad(a, b):
    if abs(a.key - b.key) < 1e-9:
        return 0
    return -1 if a.key < b.key else 1

# 正确：用确定的全序，把 epsilon 只用于结果判断
def cmp_ok(a, b):
    if a.key != b.key:
        return -1 if a.key < b.key else 1
    return (a.id > b.id) - (a.id < b.id)   # 显式 tie-break

cmp_bad  的问题是：𝑎与𝑏相差10−9视为相等，𝑏与𝑐也相等，但𝑎与𝑐相差2 × 10−9却判定不等。此
时排序算法（如 Timsort 的归并）可能产生不一致的结果，甚至越界——这是 C++ std::sort  中真实

存在的未定义行为来源。

三条硬规则

1. 比较器必须是纯函数：不能依赖外部可变状态（如“当前已选集合”），否则同一元素在不同时刻的

比较结果不同。

2. 必须给出全序：键相等时用唯一标识符打破平局，避免结果依赖输入顺序。

3. 不要在比较器里做浮点容差：容差属于“是否接受”的判断，不属于“谁在前”的判断。

平局处理会影响正确性吗？ 对 Kruskal：不影响总值，只影响选出哪棵 MST（边权全异时唯一）。
对区间调度：按结束时间排序后，结束时间相同的区间顺序不影响最优值。对 Dijkstra：平局顺序不影
响距离结果，但影响生成的路径。对 Huffman：平局顺序会影响树形，但不影响期望码长——因为定理

3.6 的证明对任意满足“最小频率”的选择都成立。

7.4 常见错误清单

下面每一条都对应本书前面某个定理的反面。
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错误 症状 对应分析

评价函数与目标不同向 加权问题用了计数用的键 例 3.3

可行性判据过早收紧 提前拒绝本可扩展的候选 1.2 节 (C3)

假设贪心无需回退 早期选择排斥最优组合 2.6 节

混淆“最大权基”与“最大权独立集” 权重为负时结果错 引理 2.3

在负权图上用 Dijkstra 距离偏大 例 4.6

用零容差比较浮点键 排序结果不稳定 7.3 节

忽略平局导致的最坏情形 对抗输入下退化 6.2 节

7.5 用反例搜索代替直觉

设计新贪心时，最有效的验证手段是小规模穷举对拍。下面的脚本枚举所有小实例，找出第一个反

例。

from itertools import combinations
import random

def greedy_by_start(intervals):
    """错误策略：按开始时间最早贪心"""
    cur, cnt = float('-inf'), 0
    for s, f in sorted(intervals):
        if s >= cur:
            cnt, cur = cnt + 1, f
    return cnt

def brute(intervals):
    """枚举所有子集，求最大相容区间数"""
    best = 0
    for r in range(len(intervals), 0, -1):
        for S in combinations(intervals, r):
            if all(a[1] <= b[0] or b[1] <= a[0]
                   for a, b in combinations(sorted(S), 2)):
                return r
    return best

random.seed(0)
for _ in range(200000):
    n = random.randint(2, 6)
    iv = [(s := random.randint(0, 9), s + random.randint(1, 5)) for _ in range(n)]
    if greedy_by_start(iv) != brute(iv):
        print("反例:", iv, greedy_by_start(iv), brute(iv))
        break
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运行后很快会输出类似 反例: [(0, 5), (1, 2), (2, 3)] 1 2  的结果： (0,5)  起点最早，但选
它会挡住后两个。这个反例比任何文字解释都直接。

本章小结

复杂度由判定操作的数据结构决定，同一贪心可从𝑂 (𝑚𝑛 )优化到𝑂 (𝑚𝛼 (𝑛 ) )。

基于排序的贪心受𝛺 (𝑛log𝑛 )下界约束，突破它必须放弃比较模型。

比较器必须构成严格弱序；epsilon 容差会破坏传递性并引发未定义行为。

反例搜索脚本是设计阶段性价比最高的工具。

7.6 习题

7.1　把 Kruskal 的并查集实现换成朴素 DFS 判连通，给出复杂度并分析在什么输入规模下反而更快。

7.2　证明惰性贪心（lazy greedy）不改变集合覆盖的近似比。

7.3　构造一个浮点比较器违反不可比传递律的具体数值例子。

7.4　设边权为[0, 232 )内的整数，用基数排序实现 Kruskal，给出总复杂度。

7.5　改写 7.5 节的脚本，验证“按处理时间升序”能否最小化单机总完成时间。
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C H A P T E R  0 8

五个完整案例

本章把前面的工具串起来。每个案例都从问题陈述走到可运行算法，中间不跳过证明，重点展示“如何

判断这个贪心该不该被相信”。这些案例覆盖了交换论证的四种形态：相邻交换、结构归纳、割结构与

拟阵。

8.1 案例一：缓存替换（Bélády 最优）

问题　容量为𝑘的缓存，请求序列𝜎 = 𝑟1, … , 𝑟𝑇已知。缓存满时需淘汰一页，代价为缺页次数。求
最优淘汰策略。

这个问题的特殊之处是：已知未来。这正是贪心最难奏效的场景（全局信息通常意味着局部规则不

够），但 Bélády 的策略却精确最优。

策略　淘汰“下次使用时刻最远”的页；若某页不再使用，优先淘汰它。

定理 8.1（Bélády）

最远下次使用优先策略最小化缺页次数。

证明

实现的复杂度　需预知每次请求的下次出现位置：从后向前扫描一遍，用哈希表记录，𝑂 (𝑇 ) 空间
与时间；每次淘汰用最大堆取最远者，𝑂 ( log𝑘 )。总𝑂 (𝑇log𝑘 )。

设𝐴为该策略，𝑂为缺页次数最少的算法，且在最长的前缀上与𝐴行为一致。

设两者首次分歧发生在时刻𝑡：同一请求𝑟𝑡导致缺页，缓存内容相同（记为𝐶），𝐴淘汰𝑥 ∈ 𝐶，𝑂淘汰

𝑦 ∈ 𝐶，𝑥 ≠ 𝑦。由策略定义，𝑥的下次使用不早于𝑦的下次使用，记作𝑛 (𝑥 ) ≥ 𝑛 (𝑦 )（不再使用视为+∞

）。

构造𝑂′：在时刻𝑡淘汰𝑥而非𝑦，其余决策与𝑂相同，并做如下修补——当𝑂首次访问𝑦时，𝑂′的缓存中𝑦仍在

（因为𝑂′从未淘汰𝑦），此时𝑂′与𝑂的缓存内容一致，此后完全同步。

关键比较：在[ 𝑡,𝑛 (𝑦 ) )区间内，𝑂′的缓存包含𝑦而不含𝑥，𝑂相反。由于𝑥在𝑛 (𝑥 ) ≥ 𝑛 (𝑦 )之前不被访

问，这段区间内𝑂′不会因缺少𝑥而缺页；而𝑂可能因缺少𝑦而缺页。故𝑂′的缺页次数不超过𝑂。

于是𝑂′也是最优算法，且与𝐴的一致前缀严格更长（𝑡处也一致了），与𝑂的选取矛盾。∎∎
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为什么实际系统不用它

Bélády 需要预知未来，只能作离线基准。它的价值在于给出下界：任何在线策略的缺页数都不少于

Bélády，因此可用它评估 LRU 等在线策略的差距。这个案例也说明“贪心最优”与“贪心可用”是两件事。

8.2 案例二：磁带存储（相邻交换的标准练习）

问题　𝑛个文件长度𝑙1, … , 𝑙𝑛，顺序存放于磁带。读取文件𝑖需从头扫描，代价为完成时刻
𝐶𝑖 = ∑

𝑗 ≤ 𝑖
𝑙𝑗。最小化总代价∑

𝑖
𝐶𝑖。

定理 8.2

按𝑙𝑖升序排列最优。

证明

复杂度𝑂 (𝑛log𝑛 )，由排序主导。这个证明是相邻交换的模板：只比较局部两项的贡献差，其余项

不受影响。凡是目标函数可以写成∑
𝑖
𝑓𝑖 (𝐶𝑖 )且𝑓𝑖单调递增的问题，都能用这个模板（例如 8.4 节的加

权版本）。

8.3 案例三：区间图着色（教室分配）

问题　𝑛个课程各占一个时间区间[𝑠𝑖, 𝑓𝑖 )，分配教室使同一教室内不冲突，最小化教室数。

贪心　按𝑠𝑖升序处理，为每个课程分配任意一个空闲教室；无空闲则新开。

定理 8.3

贪心所用教室数等于最大重叠深度𝜔，因而是最优的。

设某个排列中相邻两项为𝑖后接𝑗，且𝑙𝑖 > 𝑙𝑗。设𝑖之前的长度和为𝑡。

交换前这两项的贡献：𝐶𝑖 = 𝑡 + 𝑙𝑖，𝐶𝑗 = 𝑡 + 𝑙𝑖 + 𝑙𝑗，合计2𝑡 + 2𝑙𝑖 + 𝑙𝑗。 交换后：𝐶𝑗 = 𝑡 + 𝑙𝑗，

𝐶𝑖 = 𝑡 + 𝑙𝑖 + 𝑙𝑗，合计2𝑡 + 𝑙𝑖 + 2𝑙𝑗。

差值

故交换严格降低总代价。反复消除逆序对即得升序排列，且它在所有排列中最小。∎∎

(2𝑡 + 2𝑙𝑖 + 𝑙𝑗 ) − (2𝑡 + 𝑙𝑖 + 2𝑙𝑗 ) = 𝑙𝑖 − 𝑙𝑗 > 0 (8.1)
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证明

这个证明只用了一次观察：**新开教室的时刻必然存在一个宽度为𝑘的重叠**。它属于“下界匹配”型

论证——不构造交换，而是证明算法输出恰等于某个显然的下界。

复杂度𝑂 (𝑛log𝑛 )（排序）+ 𝑂 (𝑛log𝑛 )（用最小堆维护空闲教室）。

8.4 案例四：加权完成时间（Smith 法则）

问题　𝑛个任务，处理时间𝑝
𝑗
，权重𝑤𝑗，单机从时刻0开始。最小化∑

𝑗
𝑤𝑗𝐶𝑗。

定理 8.4（Smith 法则）

按𝑝
𝑗

/ 𝑤𝑗升序调度最优。

证明

注意与 3.3 节的区别：EDF 最小化 max𝑗 𝐿𝑗（无穷范数），Smith 法则最小化∑
𝑗
𝑤𝑗𝐶𝑗（加权一范

数）。两个目标用两个不同的排序键，都正确。这再次印证 1.5 节的诊断原则：目标函数的范数决定排

序键。

8.5 案例五：带截止期的收益调度（拟阵落地）

问题　𝑛个任务，每个耗时1单位，截止期𝑑𝑗，收益𝑝𝑗。同一时刻只能做一个任务。求最大收益的可

行任务集。

结构　令ℐ = {𝑆: 𝑆中任务可全部在各自截止期前完成 }。可以验证 (𝐸, ℐ ) 是拟阵（交换公理成
立）。因此按收益降序贪心，用独立性判定即可。

设贪心在处理课程𝐼时新开了第𝑘间教室。这说明在𝐼开始时，前𝑘 − 1间教室全部被占用，即存在𝑘 − 1个课

程𝐽1, … , 𝐽𝑘 − 1满足𝑠𝐽 ≤ 𝑠𝐼 < 𝑓𝐽。它们与𝐼在时刻𝑠𝐼同时活跃，构成𝑘个重叠区间的集合。

故𝜔 ≥ 𝑘，即任何方案至少需要𝑘间教室。贪心用𝑘间，达到下界，最优。∎∎

设相邻两项为𝑖后接𝑗，𝑖之前的总时长为𝑡。

交换前贡献：𝑤𝑖 ( 𝑡 + 𝑝
𝑖
) + 𝑤𝑗 ( 𝑡 + 𝑝

𝑖
+ 𝑝

𝑗
)。 交换后贡献：𝑤𝑗 ( 𝑡 + 𝑝

𝑗
) + 𝑤𝑖 ( 𝑡 + 𝑝

𝑗
+ 𝑝

𝑖
)。

差值为𝑤𝑗𝑝𝑖
− 𝑤𝑖𝑝𝑗

。故交换前更优当且仅当

于是任何逆序对（𝑝
𝑖
/ 𝑤𝑖 > 𝑝

𝑗
/ 𝑤𝑗且𝑖在𝑗前）都可被交换改善，最优序必须按比值升序。∎∎

𝑤𝑗𝑝𝑖
< 𝑤𝑖𝑝𝑗

⟺
𝑝

𝑖

𝑤𝑖
<

𝑝
𝑗

𝑤𝑗

(8.2)
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独立性的高效判定不需要真排序：对任务集𝑆，把截止期升序排列得𝑑 ( 1 ) ≤ ⋯ ≤ 𝑑 ( | 𝑆 | )，则𝑆可
行当且仅当对所有𝑘有𝑑 (𝑘 ) ≥ 𝑘。

def schedule(jobs):
    """jobs: [(profit, deadline)]；按收益降序，用并查集找最近空槽"""
    n = len(jobs)
    parent = list(range(n + 2))          # 槽位 0..n+1

    def find(x):
        while parent[x] != x:
            parent[x] = parent[parent[x]]
            x = parent[x]
        return x

    total = 0
    for profit, d in sorted(jobs, reverse=True):   # 收益降序
        slot = find(min(d, n))                     # 最晚可用槽位
        if slot > 0:
            parent[slot] = find(slot - 1)          # 占用该槽
            total += profit
    return total

复杂度：排序𝑂 (𝑛log𝑛 )，并查集𝑂 (𝑛𝛼 (𝑛 ) ) ，总𝑂 (𝑛log𝑛 )。

例 8.5（贪心的最优性验证）

四个任务（收益，截止期）： ( 100, 1 ) 、 ( 19, 2 ) 、 ( 27, 2 ) 、 ( 25, 1 ) 。

按收益降序：100 → 槽 1；27 → 截止2，占槽 2；25 → 槽 1、2 已占，拒绝；19 → 无槽，拒绝。
总收益127。

若改为按截止期升序、同截止期按给定顺序贪心，则依次取 ( 100, 1 ) 、 ( 19, 2 ) ，得119，低于最

优。差别只来自排序键，代码结构完全一致。

本章小结

四个案例给出了交换论证的四种形态：相邻交换（8.2、8.4）、结构归纳（8.1）、下界匹配

（8.3）、拟阵（8.5）。

排序键的选择由目标函数的范数与结构决定： max 用截止期，∑𝐶𝑗用长度，∑𝑤𝑗𝐶𝑗用𝑝
𝑗
/ 𝑤𝑗，

带收益用收益。

相同的问题在不同目标下需要不同的贪心，不存在“万能排序键”。
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8.6 部分习题提示

1.4　提示：把“贪心选择性质”写成「存在最优解𝑂∗与贪心首步𝑔
1
满足𝑔

1
∈ 𝑂∗」，注意量词顺序：𝑂∗可

以依赖实例，但不能依赖贪心的后续步骤。

2.3　提示：由定理 2.7 的必要性方向，答案是不可能。若贪心对所有𝑤都正确，则交换公理必须成立。

2.4　提示：考虑𝐾4的三角形。取𝐴为一条边（不含三角形），𝐵为另两条边构成的路径（仍不含三角
形）， |𝐴 | < | 𝐵 |，但加入𝐴的任一端点边都可能成三角。构造具体图即可反驳。

3.11　提示：紧性构造取𝑊 = 2𝑘，一件𝑤 = 2𝑘, 𝑣 = 2𝑘，另一件𝑤 = 𝑘, 𝑣 = 𝑘 + 1。

5.3　提示：在直线上取2𝑘个相距略大于2的点对，使贪心从一端开始每次只覆盖一对，而最优解取每对
的左端点。

6.1　提示：Yao 原理：对任意输入分布，确定性算法在该分布上的期望竞争比不超过随机化算法的竞争
比下界。构造𝑑的分布使期望比值最小化后仍为𝑒 / ( 𝑒 − 1 ) 。

7.2　提示：惰性贪心只在“堆顶的确等于当前最大边际收益”时才确定选择，其输出与朴素贪心逐项相

同，故近似比不变。
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A P P E N D I X

附录

符号约定、定理索引与延伸阅读。

A　符号表

符号 含义 首次出现

𝐸 有限候选集（元素集） 1.2

ℱ 可行解族，ℱ ⊆ 2𝐸 1.2

𝜎 ( 𝑒 ) 评价函数（排序键） 1.2

𝜅 (𝑆 ) 可行性判定，取值 { 0, 1 } 1.2

ℐ 独立集族 2.1

𝑟 (𝐴 ) 秩函数 2.3

𝑤 ( 𝑒 ) 元素权重 2.4

𝛥 ( 𝑒 ∣ 𝑆 ) 边际收益𝑓 (𝑆 ∪ { 𝑒 } ) − 𝑓 (𝑆 ) 5.3

𝑂𝑃𝑇 最优解目标值 3.1

𝐴𝐿𝐺 算法输出目标值 5.1

𝜌 近似比 / 竞争比 5.1

𝛼 (𝑛 ) 反阿克曼函数 4.2

𝐻 (𝑋 ) 信息熵−∑
𝑖
𝑝
𝑖
log

2
𝑝
𝑖

3.4

𝛿 ( 𝑠, 𝑣 ) 源点到𝑣的最短距离 4.4

𝑡∗ 集合覆盖的最优集合数 5.2
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B　定理索引

编号 名称 章节

命题 1.4 两充分条件蕴含最优 1.3

引理 2.3 拟阵的基等大 2.2

定理 2.4 图拟阵 2.2

定理 2.6 秩函数刻画 2.3

定理 2.7 Rado–Edmonds 刻画 2.4

推论 2.8 Kruskal 正确性 2.5

定理 2.12 Edmonds 拟阵交 2.6

定理 3.1 交换引理模板 3.1

定理 3.2 区间调度最优性 3.2

定理 3.4 Jackson 法则（EDF） 3.3

定理 3.5 Kraft 不等式 3.4

定理 3.8 Huffman 最优性 3.4

定理 3.9 熵界𝐻 ≤ 𝐿 < 𝐻 + 1 3.4

命题 3.11 背包比值贪心界 3.5

定理 4.2 割性质 4.1

定理 4.3 环性质 4.1

定理 4.4 并查集𝑂 (𝑚𝛼 (𝑛 ) ) 4.2

定理 4.5 Dijkstra 正确性 4.4

定理 5.2 集合覆盖ln𝑛 + 1 5.2

定理 5.4 子模贪心1 − 1 / 𝑒 5.3

定理 5.5 𝑘-中心2-近似 5.5

定理 6.2 滑雪租赁2 − 1 / 𝐵 6.2

定理 6.3 秘书问题1 / 𝑒 6.3

定理 7.1 比较排序下界 7.2

定理 8.1 Bélády 最优性 8.1

定理 8.4 Smith 法则 8.4
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C　三个常数的来源

书中反复出现的三个常数有统一来源，值得单独记一笔。

常数 近似值 出现位置 来源

1 − 1 / 𝑒 0.632 子模最大化 lim𝑘 → ∞ (1 − 1 / 𝑘 )
𝑘 = 𝑒−1

1 / 𝑒 0.368 秘书问题 最优观察长度𝑛 / 𝑒

𝑒 / ( 𝑒 − 1 ) 1.582 滑雪租赁（随机化） 最优分布的对偶解

三者都源于同一个极限 ( 1 + 1 / 𝑛 )
𝑛 → 𝑒，但分别对应“保证因子”“成功率”“竞争比”三种不同的度

量，不可混用。
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